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第 1章

序論

1.1 はじめに

2005年 12月におきた JR羽越線の強風による脱線事故において、原因究明が遅れたということがあっ

た。なぜだろうか? これは計測機器の未設置によるものが大きく、車両の状態をモニタリングする装置が

搭載されていなかったためである。事故原因を把握し、安全を確保するためには、このようなモニタリン

グ技術は非常に重要である。

また近年では、ロボットなどの無人システムが人間の文化的な生活を支えるための道具として用いられ

る契機がある。陸上では移動する警備ロボットなどが実用化されつつある。また、航空分野にも目を向け

てみると、無人航空機 (Unmanned Aerial Vehicle、UAV)が盛んに開発されている。これらは人間が行う

には危険であったり、あるいは人間を利用するにはコストがかかり過ぎる作業を、人為的な要素を排した

無人システムに代行させることによって、安全性や効率の向上を図ったものである。

ところで、このような車両やロボットなどの移動体に対して制御や監視を行う際、対象物体の位置や速

度、姿勢といった基本的な状態量を得ることは必要不可欠である。そのような要請に対して、航空機や宇

宙機で培われた航法技術を適用すれば解決可能であるにも関わらず、それらが積極的に活用されている事

例はあまりない。なぜなら、それは精度が第一に求められる航空宇宙用途を意図しており、車両やロボッ

ト等の移動体に対して汎用的に使用されるにはあまりにも大きく、重く、高価であるからである。汎用的

に利用されるためには多少の精度を犠牲にしても、小型、軽量、安価である必要がある。

そこで本研究では、航空宇宙分野で培われた航法技術の 1つである INS/GPS複合航法に目をつけ、こ

れが汎用的に利用できないか検討を行った。INS/GPS は名前のとおり、Inertial Navigation System(慣性

航法システム、INS) と Global Positioning System(GPS) という 2 つのシステムを統合したシステムであ

る。両システムについては次節にて詳しく述べるが、電子回路技術の発達等によって両システムともこれ

らの要請を十分に満たせる可能性がでてきた。

なお、現在このような状況において、類似の研究が参考文献 [4]や [5]にあるとおり世界的に行われて

いる。本研究もこれらに追従するものであるが、異なるアルゴリズムの提案、並びに精度を正確に求めた

という点において異なるものである。
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1.2 航空宇宙分野で培われた航法技術

汎用的に利用される航法技術の確立を目指すにあって、数ある航空宇宙分野の航法技術から INS/GPS

を選択したが、これらの航法技術として代表的なものを表.1.1にあげる。なお、これらが統合されてひと

つのシステムをなすこともある。

表 1.1: 代表的な位置・姿勢推定機構

推定機構名 INS
(ジンバル方式)

INS
(ストラップ
ダウン方式)

GPS
(単体測位)

GPS
(DGPS) 磁気コンパス

位置の推定 可 可 可 可 不可

姿勢の推定 可 可 速度方向のみ

可

可 (複数使用

により可)

可

必要となる
内部機構

慣性センサ・ジ

ンバル

慣性センサ・高

性能計算機

アンテナ・処理

ユニット

アンテナ・処理

ユニット

磁気センサ・処

理ユニット

必要となる
外部機構

なし なし GPS衛星電波 GPS 衛 星 電

波・補正電波

地磁気

精度
(瞬時)

ジンバル・慣性

センサの精度

に依存

慣性センサの

精度に依存

10m～20m 程

度 (L1 電波使

用)

数 m 程度 (L1

電波使用)

地磁気に依存

精度
(時間依存)

時間がたつご

とに悪化

時間がたつご

とに悪化

時間依存なし 時間依存なし 時間依存なし

データ
更新周期

> 10Hz > 10Hz Hz程度 Hz程度 Hz程度

それぞれについて見ていくと以下のとおりである。

1.2.1 INS

加速度および角速度を慣性力を感知する慣性サンセを用いて位置・姿勢推定をおこなう機構を INSと

いう。慣性センサには、慣性座標に対する加速度を感知する加速度計、および回転角速度を検出するジャ

イロの 2種類があり、それらを総称して慣性センサと呼んでいる。運動の法則から、加速度を積分するこ

とにより速度が、また速度を積分することにより位置がわかる。同様に、角速度を積分することにより姿

勢がわかる。このような理論を応用したのが INSであり、3次元上の航法装置として機能するためには、

3 つの直交する軸にとりつけられた 3 個の加速度計、同じく 3 つの直交した軸に取り付けられた 3 個の

ジャイロが最低必要となる。INSは連続的にデータが取得可能な慣性センサの情報のみを利用するため、
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更新周期が短く途切れのない状態量推定を行えるのが大きな利点である。

INSには慣性センサをとりつける方式から次の 2種類に大別される。

• ジンバル (Gimbal)方式

ジンバルと呼ばれる常に水平面を維持する機構上に慣性センサをとりつける方式をジンバル方式と

呼ぶ。ジンバル上に置かれた慣性センサが加速度・および角速度を検出し、それを打ち消すように

ジンバルをアクチュエータによって動かすことによって水平を常に維持する仕組みになっている。

ジンバルが常に水平面を保つことから、積分は単純にある一定のサンプリング周期で足し算を行え

ばよい。従って演算能力はさほど必要がない。しかし、ジンバルは機械的な構造であるため、ジン

バル方式の INSを小さくつくることには限度がある。またジンバルの機械的誤差が存在するため

に、ある程度以上の精度の向上は難しい。

• ストラップダウン (Strap-down)方式

ジンバルのような機械的な機構を介さずに、機体に直接慣性センサをとりつける方式をストラップ

ダウン方式という。ジンバル方式と違い、一切の機械的な構造を必要としない。慣性センサは機体

の軸にそった加速度および角速度を検出することになるため、速度や位置、姿勢を求めるためには

座標変換を行う必要がある。そのため演算負荷は高く、ジンバル方式よりも高度な演算能力を必要

とする。機械的誤差はセンサの取り付け精度程度のみであり、これは事前の較正作業によって十分

に補正が可能である。従ってジンバル方式よりもよい精度が得られるとされている。

両方式のどちらにおいても、INSで最重要な部品は慣性センサである。一般にセンサはホワイトノイズ

を持つが、慣性センサはそれに加えて、時間が経過することにゼロ点が変動するランダムドリフトという

性質がある。そのため時間が経つごとに INSの精度は劣化する。ランダムドリフトが少ない慣性センサ

ほど精度がよいセンサとなるのだが、例えば民間航空機で使用されている INS用のジャイロはランダム

ドリフトが 0.001deg/hr以下の Ring Laser Gyro(RLG)と呼ばれる特殊なジャイロを使用している。精度

がよい慣性センサほど価格が高くなり、先の RLGでは数百～数千万円/個である。

一方、カーナビなどに使用される小型で価格も 1万円程度の慣性センサが最近は市場に流通するように

なった。微細加工技術 (Micro Electro Mechanical Systems、MEMS)と呼ばれるテクノロジーを応用した

製品であり、1枚のシリコンウェハースの上に微細加工技術によって慣性力を検出する機械的部分とそれ

を電気信号に変換する部分を形成したものである。これらのセンサは先の RLGに精度は遠く及ばない。

1.2.2 GPS

地球上での航行を考えるのであれば Global Positioning System(GPS) を位置・姿勢推定機構として利

用することができる。一般に GPSというと米国が保有しているシステムである Navstar GPS(Navigation

Satellite Timing and Ranging Global Positioning System) のことを指すが、本稿でも以下同様の扱いを

する。

GPSは、地球を中心として回転している複数の GPS衛星から電波を受信し、受信した電波の伝播時間

から現在の位置情報を推定する機構である。いわば三角測量を長大な距離で行っていると考えればよい。

また受信した電波のドップラーシフト量から速度を推定することも可能である。
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いくつかの制約条件として、電波の伝播時間を正確に計測するため、GPS衛星の軌道は既知である必要

がある。加えて、GPS衛星と受信機の時刻は同期しなければならず、未知量は 3次元位置 +時刻の計 4

であるため、測位を行うためには 4つ以上の衛星が可視である必要がある。

精度は、最低精度でも位置誤差 10m～20m程度の高い精度を出すことが可能である。精度は測位方式

や受信する電波帯、受信条件等によって左右される。

まず測位方式は、以下のように単体測位と、それを発展させた DGPS等にわけることができる。

• 単体測位
単体測位とは、GPS 衛星が放出する電波のみを利用し測位を行う方式である。電波は電離層や電

波の反射 (マルチパス) から影響を受けるため、正しい測量を行えないことがある。従って単体測

位ではある程度以上の精度向上は見込めない。

• DGPS

単体測位では得られない電波の誤差情報を他の手段によって取得し測位に反映させる方式がある。

これが Differntial GPS(DGPS) と呼ばれる方式で、移動体においても誤差数 m 程度という高い精

度を出すことが可能となる。この高い精度を利用することによって、複数台の GPS から姿勢を

判定することも可能である。DGPS をさらに発展させた方法として、干渉測位を行う RTK(Real

Time Kinematic)測位や高速スタテック測位、VRS-RTK(Virtual Reference Station - RTK)測位など

がある。

電波帯とは、GPS衛星が放送している電波の帯域のことで、民生に開放されている L1帯 (1575.42MHz)

や軍用利用などの限られたユーザにのみ開放されている L2帯 (1227.60MHz)などがある。GPSの大きな

誤差要因である電離層遅延の効果を、複数の電波帯を受信することによってキャンセルすることが可能と

なる。

更新周期は、受信電波を処理し測位を行うというバッチ処理的な手法がとられるため、情報の更新は最

大でも数 Hz程度である。

GPSはカーナビなどに組み込まれて数多く民生品として流通しているが、これは L1電波帯を受信は単

体測位を行う簡易的なものであることが多い。従って価格も安く、モジュール単体で 1万円程度で入手す

ることが可能である。またこれらは非常に小型、軽量でもあり、中には携帯電話に内蔵できるくらい小型

なものも存在する。

一方、航空宇宙分野や精密測位に用いられる GPSは受信機、受信アンテナともそれらに比べると大型

で重く、高価 (数百万円程度)である。

なお、捕捉になるが、この他にも航空宇宙分野では電波を利用した航法技術が多数存在する。航空機に

ついて言えば、世界的には双曲線測位を行う LORAN(LOng-RAnge Navigation)や、局地的な航法である

空港の誘導電波がそれに含まれる。しかしこれらは GPSと異なり、汎用的に利用可能となるほど航空宇

宙以外に浸透していない。そのためこれらについては利用を考慮しなかった。
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1.2.3 磁気コンパス

地球には磁場が存在するため、それを感知することによって姿勢情報を推定することが可能である。こ

の機構を磁気コンパスという。地磁気は場所によって不安定であるため、ある程度以上の精度向上は望め

ない。また地球を航行する際に利用する地球の自転軸上の北 (真北)と、地球の磁場による北 (磁北)は異

なるため、補正が必要となる。磁気コンパスの中には、磁気を感知する半導体センサを利用することに

よって小型・軽量なものが存在する。

1.3 低精度 MEMSセンサと汎用 GPS受信機の融合による INS/GPS

以上、航空宇宙分野の航法技術について見てきたが、汎用的に使用できる航法技術とはどのようなもの

だろうか。

1. できる限り精度よく位置・姿勢を推定できること。

2. 汎用的に使用できる重量・サイズであること。すなわち、できる限り軽く、小さいこと。

3. システム全体が安価であること。

これらの条件は相反するものであるため、トレードオフを行い数値的な仕様を考えた。本研究で提案す

る位置・姿勢推定機構は表 (1.2)の仕様を満足するものとする。

表 1.2: 本研究で想定する位置・姿勢推定機構の仕様
精度 GPS利用可能時で最大誤差数 m以内

重さ 100g程度

サイズ W 100 × D 100 × H 100 mm以内

価格 10万円程度

この要求から、次に示す INSと GPSを統合した INS/GPSシステムを研究対象とすることにした。

• 低精度MEMS慣性センサを利用した INS

INSの中でも小型、軽量化が可能なストラップダウン型の INSを用いる。INSを構成する慣性セン

サには、先にも述べたカーナビなどで使われている小型・安価であるが精度が非常に低い MEMS

慣性センサを利用する。利用する慣性センサは INSを構成するのに必要最低限の種類ならびに個

数である、3軸のMEMS加速度計、3軸のMEMSジャイロとする。

• 民生用 GPS

INS を長時間使用すると慣性センサのランダムドリフトにより精度が悪化することは先にも述べ

た。そこでそれを補正する目的で GPSを導入する。また、小型、軽量、安価であることに配慮し

カーナビなど汎用的に用いられている民生用 GPSを用いることにした。

これをもって本論文は『低精度MEMSセンサと汎用 GPS受信機の融合による高精度航法システムの研

究』と題し、低精度MEMSセンサと汎用 GPS受信機の融合による INS/GPSが汎用的に利用可能な精度
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を有するか、かつ十分に小型軽量安価なシステムを構築できるかを論じていくものとする。

本論文の構成であるが、はじめに本研究の核となる INS/GPSアルゴリズムについて見ていくこととす

る。INS と GPS、両システムの統合には、互いの長所を生かし短所を補いあう統合方法を導入したい。

そのために複数の情報から確率的に最も確からしい情報を抽出する Kalman Filter を利用した。Kalman

Filterは他の多くの INS/GPSでも用いられている一般的な手法であり、今までの研究によって十分にその

効果が示されている統合方式であり、その詳細を第 2章で説明する。

しかし Kalman Filter による INS と GPS の統合といってもその詳細は個々の INS/GPS によって異な

ることが常である。そこで本研究で用いた INS/GPSアルゴリズムを第 3章で示す。特に本研究で用いた

INS/GPSアルゴリズムは Quaternionを積極的に活用したものとなっており、他の INS/GPSで同じアルゴ

リズムを利用しているものは調べた限りでは存在しない。

そして、提案した手法がどの程度の精度を有するか確認するため、いくつかの数値シミュレーションを

コンピュータを利用して行った。その詳細を 4章に示す。シミュレーションを行う際にMEMS慣性セン

サを数値モデル化したが、それについても記す。

またさらに、シミュレーションによって有効性が確認できたので、実際に INS/GPSプロトタイプを作

成し、実験を行った。これによって本手法が汎用的に利用するのに十分に高精度であること、また小型軽

量安価であることを確認した。実験の詳細、結果については第 5章で示す。

最後にまとめならびに考察を第 6章に示す。
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第 2章

Kalman Filter

本研究では INSと GPSを統合した INS/GPSシステムを提案するが、両者の統合には複数のシステム

から確率論的に最も確からしい値を算出するアルゴリズムである Kalman Filterを用いる。Kalman Filter

は参考文献 [7]にあるとおり、1960年代に Kalmanによって発見されたものだが、いまだにその工学的な

利用価値は高い。本章では、Kalman Filterの詳細を、その導出過程により説明する。

同じ対象を観測して複数の観測データが得られたとき、そのデータから最も確からしい値を求めるに

は、全ての平均値をとることである。これは最小二乗法としてよく知られる方法であり、対象から得られ

る情報が真なる値 (真値)と観測ごとに変化するノイズ成分にわけられる経験的事実を適用したものであ

る。いうなれば Kalman Filterとは、その最小二乗法を時間にそって連続的に適用したものである。ゆえ

に本章では最小二乗法を起点として話を進める。

2.1 最小二乗法

xなる定数を求めるために観測を行う。その観測値を zとすれば、 xと zの関係は次の方程式であらわ

される。
z = Hx+ v (2.1.1)

これを観測方程式と呼ぶ。ここで vは誤差であり、平均 0、分散 Rの正規白色ノイズを想定することにす

る。すなわち
E [v] = 0, E

[
vvT]= R (2.1.2)

xを zから推定するためには、次の評価関数 JLS を最小にするようにすればよい。

JLS = (z−Hx)T (z−Hx) (2.1.3)

展開して
JLS = zTz− zTHx− xTHTz+ xTHTHx (2.1.4)

xで偏微分して
∂JLS

∂x
= 0T − zTH −

(
HTz

)T
+
(
HTHx

)T
+ xTHTH

=−2
(
zTH − xTHTH

) (2.1.5)
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さらに xで偏微分して
∂ 2JLS

∂x2 = 2
(
HTH

)
(2.1.6)

これより ∂ 2JLS
∂x2 の要素は正となることから、

∂JLS
∂x = 0となるように xを決めれば JLS が最小になる。すな

わち、最も確からしい xを x̂と書けば (2.1.5)より

zTH = x̂THTH (2.1.7)

HTH に逆行列が存在するとして、
x̂ =

(
HTH

)−1
HTz (2.1.8)

となる。

この推定値 x̂にはいくつかの重要な性質が存在する。

1. 推定誤差 (ε)　
ε ≡ x− x̂

= x−
(
HTH

)−1
HTz

= x−
(
HTH

)−1
HT (Hx+ v)

=−
(
HTH

)−1
HTv

(2.1.9)

2. 残差 (計測値と推定値の差、 ν)

ν ≡ z− ẑ

= H (x− x̂)+ v

= Hε + v

=
(

I −H
(
HTH

)−1
HT
)

v

(2.1.10)

3. 推定誤差平均
E[ε] = E

[
−
(
HHT)−1

HTv
]

=−
(
HHT)−1

HTE[v]
= 0

(2.1.11)

4. 推定誤差共分散 (P)
P ≡ E

[
εεT]

= E
[
(x− x̂)(x− x̂)T

]
= E

[((
HTH

)−1
HTv

)((
HTH

)−1
HTv

)T
]

=
(
HTH

)−1
HTE

[
vvT]H

((
HTH

)−1
)T

=
(
HTH

)−1
HTRH

((
HTH

)−1
)T

(2.1.12)
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2.2 重み付き最小二乗法

前節の最小二乗法を拡張して、ここでは重み付き最小二乗法を考える。『重み付き』とは観測ごとに確

からしさが異なることに対応する。

ここでは観測方程式は (2.1.1) と同じである。このとき x を z から推定するためには、次の評価関数

JWLS を最小にするようにすればよい。ここでW は『重み』をあらわす対称行列W T =W である。

JWLS = (z−Hx)T W (z−Hx) (2.2.1)

展開して
JLWS = zTWz− xTHTWz− zTWHx+ xTHTWHx (2.2.2)

xで偏微分すれば
∂J
∂x

=−zTWH − zTWH + xTHTWH + xTHTWH

=−2
(
zTWH − xTHTWH

) (2.2.3)

よって評価関数 JWLS を最小または最大にする xを x̂とすれば

zTWH = x̂THTWH (2.2.4)

すなわち
x̂ =

(
HTWH

)−1
HTWz (2.2.5)

ここでW → R−1 なる置き換えを適用すると、重み付き最小二乗法における性質は次のとおり導かれる。

1. 推定誤差 (ε)
ε ≡ x− x̂

= x−
(
HTR−1H

)−1
HTR−1z

= x−
(
HTR−1H

)−1
HTR−1 (Hx+ v)

=−
(
HTR−1H

)−1
HTR−1v

(2.2.6)

2. 推定誤差共分散 (P)

P ≡ E
[((

HTR−1H
)−1

HTR−1v
)((

HTR−1H
)−1

HTR−1v
)T
]

= E
[((

HTR−1H
)−1

HTR−1v
)(

vTR−1H
(
HTR−1H

)−1
)]

=
(
HTR−1H

)−1
HTR−1E

[
vvT]R−1H

(
HTR−1H

)−1

=
(
HTR−1H

)−1
HTR−1RR−1H

(
HTR−1H

)−1

=
(
HTR−1H

)−1 (
HTR−1H

)(
HTR−1H

)−1

=
(
HTR−1H

)−1

(2.2.7)
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2.3 再帰的重み付き最小二乗法

前節の重み付き最小二乗法で、観測方程式は (2.1.1)であったが、これを成分ごとに書き下すと以下の

ようになる。 
z1
z2
...

zm

=


h11 h12 . . . h1n
h21 h22 . . . h2n

...
...

...
hm1 hm2 . . . hmn




x1
x2
...

xn

+


v1
v2
...

vm

 (2.3.1)

最も確からしい推定値を x̂m 書くと、これは (2.2.5)より (すでにW → R−1 の置き換えをしたものとして)

x̂m =
(
HTR−1H

)−1
HTR−1z (2.3.2)

また、推定誤差共分散を Pm と書くと、(2.2.7)より

Pm =
(
HTR−1H

)−1
(2.3.3)

Pm を用いて x̂m を書けば
x̂m = PmHTR−1z (2.3.4)

今、あらたに観測値 zm+1 が得られたとすると(
z

zm+1

)
=

[
H
hT

]
x+
(

v
vm+1

)
(2.3.5)

新しい観測値が得られたことによって、推定値 x̂m+1 は、観測値が得られる前の推定値 x̂m に対して

x̂m+1 = x̂m +∆x (2.3.6)

で求められれば、再帰的に次々とあらたな観測値が得られることによって推定値を更新していくことが可

能となる。

ところで x̂m+1 は、評価関数 (2.2.1)を書き直して次の評価関数 JRWLS を最小にするものである。

JRWLS =

((
z

zm+1

)
−
(

H
hT

)
xm+1

)T [R−1 0
0T r−1

]((
z

zm+1

)
−
(

H
hT

)
xm+1

)
(2.3.7)

ここで『重み』に相当する行列

[
R−1 0

0T r−1

]
において最終行および最終列が対角成分以外 0となっている

のは、加わった観測がそれまでの観測との相関関係がないことを示している。(2.2.5)にならえば、この評

価関数を最小にする推定値 x̂m+1 は

x̂m+1 =

((
H
hT

)T [R−1 0
0T r−1

](
H
hT

))−1(
H
hT

)T [R−1 0
0T r−1

](
z

zm+1

)
=
(
HTR−1H +hr−1hT)−1 (

HTR−1z+hr−1zm+1
) (2.3.8)
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同様に (2.2.7)にならえば、推定誤差共分散 Pm+1 は次のようになる。

Pm+1 =

((
H
hT

)T [R−1 0
0T r−1

](
H
hT

))−1

=
(
HTR−1H +hr−1hT)−1

=
(
Pm +hr−1hT)−1

= Pm −Pmh
(
hTPmh+ r

)−1
hTPm

(2.3.9)

最後の式変形においては以下の公式を用いた。

A−1 = B−1 +CTD−1C のとき
(
D+CBCT)−1

が存在するなら

A = B−BCT (D+CBCT)−1
CB (2.3.10)

ここで
km ≡ Pmh

(
hTPmh+ r

)−1
(2.3.11)

なる km を用いれば
Pm+1 =

(
I − kmhT)Pm (2.3.12)

ここで (2.3.8)に立ち返ってみれば

x̂m+1 = Pm+1
(
HTR−1z+hr−1zm+1

)
=
(
I − kmhT)Pm

(
HTR−1z+hr−1zm+1

)
=
(
I − kmhT) x̂m +

(
I − kmhT)Pmhr−1zm+1

=
(
I − kmhT) x̂m +

(
I −Pmh

(
hTPmh+ r

)−1
hT
)

km
(
hTPmh+ r

)
r−1zm+1

=
(
I − kmhT) x̂m +

(
hTPmh+ r

)
I −PmhhT

hTPmh+ r
km
(
hTPmh+ r

)
r−1zm+1(

∵ hTPmh+ rはスカラー
)

=
(
I − kmhT) x̂m + rkmr−1zm+1

=
(
I − kmhT) x̂m + kmzm+1

= x̂m + km
(
zm+1 −hTx̂m

)

(2.3.13)

これは (2.3.6)の形をしている。つまり、観測値があたらに得られたら以上の手順を繰り返し行い x̂を更

新していけばよい。観測値が複数の場合は zm+1 → zm+1 および h → H とすればよい。

2.4 離散系 Kalman Filter

離散線形系では真値 xについてステップ間で次の関係式 (システム方程式)が成り立つ。

xk+1 = Φk+1,kxk +Γkuk +wk (2.4.1)
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ここで uk はシステムへの入力である。また、wk は時間的に相関関係がなく平均が 0のホワイトノイズで

ある。すなわちその平均、分散は

E[wk] = 0 (2.4.2)

E[wkwT
k ]≡ Sk (2.4.3)

と表わせられる。

一方、最も確からしい推定値 x̂と平均 0のホワイトノイズを含んだ観測された入力 ūから予測される次

ステップの値 x̄は
x̄k+1 ≡ Φk+1,kx̂k +Γkūk (2.4.4)

である。

ところで、観測された入力 ūと実際の入力 uの差 δ を

δ k ≡ ūk −uk (2.4.5)

表すことにする。先の定義より、その平均、分散は

E[δ k] = 0 (2.4.6)

E[δ kδ T
k ] = Qk (2.4.7)

となるものとする。すると、推定値 x̂と真値 xの残差 ε̂

ε̂k ≡ x̂k − xk (2.4.8)

について、次ステップにおける残差 ε̄k+1 を考えると

ε̄k+1 ≡ x̄k+1 − xk+1

=
(
Φk+1,kx̂k +Γkūk

)
−
(
Φk+1,kxk +Γkuk +wk

)
= Φk+1,kε̂k +Γkδ k −wk

(2.4.9)

であり、その期待値 E[ε̄k+1]は

E[ε̄k+1] = E[x̄k+1 − xk+1]

= Φk+1,kE[ε̂k]+ΓkE[δ k]−E[wk]

= 0
(2.4.10)

でゼロとなる。共分散 P̄k+1 は

P̄k+1 ≡ E[ε̄k+1ε̄T
k+1]

= E[
(
Φk+1,kε̂k +Γkδ k −wk

)(
Φk+1,kε̂k +Γkδ k −wk

)T
]

(2.4.11)

ここで δ k, wk, ε̂k が互いに無関係であることより

E[δ kwT
k ] = E[wkε̂T

k ] = E[ε̂kδ T
k ] = 0 (2.4.12)

であるから、(2.4.11)に代入すると P̄k+1 は

P̄k+1 = Φk+1,kP̂kΦT
k+1,k +ΓkQkΓT

k +Sk (2.4.13)
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と書くことができる。

次に真値 xk+1 に関する観測値 zk+1 が得られたとする。すなわち次の関係式 (観測方程式)が成り立つ。

zk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1 (2.4.14)

ここで vk+1 は観測誤差であり、平均が 0、分散が Rk+1、すなわち

E
[
vk+1

]
= 0 , E

[
vk+1vT

k+1
]
≡ Rk+1 (2.4.15)

であるものとする。

このとき xk+1 の最も確からしい値 x̂k+1 は前節の結論から次のように書くことが出来る。

x̂k+1 = x̄k+1 +Kk+1
[
zk+1 −Hk+1x̄k+1

]
(2.4.16)

ここで
Kk+1 = P̄k+1HT

k+1
(
Hk+1P̄k+1HT

k+1 +Rk+1
)−1

(2.4.17)

である。この推定値 x̂k+1 と真値 xk+1 の残差 ε̂k+1 は

x̂k+1 = xk+1 + ε̂k+1 (2.4.18)

であるから (2.4.4)を用いて計算すると

xk+1 + ε̂k+1 = x̂k+1

= x̄k+1 +Kk+1
[
zk+1 −Hk+1x̄k+1

]
= [I −Kk+1Hk+1] x̄k +Kk+1zk+1

= [I −Kk+1Hk+1]
(
Φk+1,kx̂k +Γkūk

)
+Kk+1

[
Hk+1xk+1 + vk+1

]
= [I −Kk+1Hk+1]

(
xk+1 +Φk+1,kε̂k +Γkδ k +wk

)
+Kk+1

[
Hk+1xk+1 + vk+1

]
(2.4.19)

よって
ε̂k+1 = [I −Kk+1Hk+1]

(
Φk+1,kε̂k +Γkδ k +wk

)
+Kk+1vk+1 (2.4.20)

対応する共分散 P̂k+1 は

P̂k+1 = E[ε̂k+1ε̂T
k+1]

= [I −Kk+1Hk+1]
(
Φk+1,kP̂kΦT

k+1,kΓkQkΓT
k +Sk

)
[I −Kk+1Hk+1]

T

+Kk+1Rk+1KT
k+1

(2.4.21)

(2.4.13)を用いれば

P̂k+1 = [I −Kk+1Hk+1] P̄k+1 [I −Kk+1Hk+1]
T +Kk+1Rk+1KT

k+1 (2.4.22)



第 2章 Kalman Filter 14

となる。さらに添え字を省略して (2.4.17)を考えれば

P̂ = [I −KH] P̄ [I −KH]T +KRKT

= P̄−KHP̄− P̄HTKT +KHP̄HTKT +KRKT

= P̄− P̄HT (HP̄HT +R
)−1

HP̄− P̄HT()−1HP̄

+ P̄HT()−1HP̄HT()−1HP̄+ P̄HT()−1R()−1HP̄

= P̄− P̄HT()−1HP̄− P̄HT()−1HP̄+ P̄HT()−1()()−1HP̄

= P̄− P̄HT (HP̄HT +R
)−1

HP̄

= [I −KH] P̄

(2.4.23)

以上より離散系に対する式が得られたが、これが離散系に対する標準的な Kalman Filterである。整理し

て書けば

• 時間更新するとき (Time Update)
x̄k+1 = Φk+1,kx̂k +Γkūk (2.4.4)

P̄k+1 = Φk+1,kP̂kΦT
k+1,k +ΓkQkΓT

k +Sk (2.4.13)

• 観測量を用いて修正するとき (Measurement Update)

x̂k+1 = x̄k+1 +Kk+1
[
zk+1 −Hk+1x̄k+1

]
(2.4.16)

Kk+1 = P̄k+1HT
k+1
(
Hk+1P̄k+1HT

k+1 +Rk+1
)−1

(2.4.17)

P̂k+1 = [I −Kk+1Hk+1] P̄k+1 (2.4.23)

2.5 離散系 Kalman Filterの連続系への適用

前節で述べた離散系 Kalman Filterは、その想定する系が (2.4.4)に表されるように離散系である。ここ

で次の連続線形系
d
dt

x ≡ ẋ = Ax+Bu (2.5.1)

の ∆t あたりの xの微小変化 ∆xを考えると、微分の定義から

∆x ≈ A∆t x+B∆t u (2.5.2)

従って
x+∆x = (I +A∆t)x+B∆t u (2.5.3)

これと (2.4.4)を比較すれば

Φk+1,k = I +A∆t (2.5.4)
Γk = B∆t (2.5.5)

とすれば離散系 Kalman Filterを連続線形系へ適用できる。
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2.6 離散 Extended Kalman Filter

Kalman Filter を非線形系に適用するための最も一般的な手法が Extended Kalman Filter である。

Extended Kalman Filterは非線形系を線形化することによって、線形系で成り立つ Kalman Filterを適用し

たものである。ここでは離散 Extended Kalman Filterを導出する。

離散非線形系では真値 xk についてステップ間で次の関係式 (システム方程式)が成り立つ。

xk+1 = fk (xk,uk)+wk (2.6.1)

また確からしい値 x̂k から求まる次ステップの推定値 x̄k+1 は

x̄k+1 = fk(x̂k, ūk) (2.6.2)

ところで式 (2.6.1)は線形化を行うと

xk+1 = fk (x̂k +(xk − x̂k) , ūk +(uk − ūk))+wk

≈ fk (x̂k, ūk)+
∂ fk

∂x

∣∣∣∣
x̂k,ūk

(xk − x̂k)+
∂ fk

∂u

∣∣∣∣
x̂k,ūk

(uk − ūk)+wk
(2.6.3)

であるから、これと式 (2.6.2)を辺々引くと

(
x̄k+1 − xk+1

)
=

∂ fk

∂x

∣∣∣∣
x̂k,ūk

(x̂k − xk)+
∂ fk

∂u

∣∣∣∣
x̂k,ūk

(ūk −uk)−wk (2.6.4)

この式は離散線形系であるから、離散系 Kalman Filter の Time Update の式 (2.4.13) が適用でき、Time

Updateにおけるシステムの誤差共分散行列 Pの変化は

P̄k+1 = ΓkP̂kΓT
k +ΦkQkΦT

k +Sk (2.6.5)

と表わすことができる。ただし、

P̂k = E
[
(x̂k − xk)(x̂k − xk)

T
]

(2.6.6)

P̄k+1 = E
[
(x̄k+1 − xk+1)(x̄k+1 − xk+1)

T
]

(2.6.7)

Qk = E
[
(ūk −uk)(ūk −uk)

T
]

(2.6.8)

Sk = E
[
wkwT

k
]

(2.6.9)

であり、行列 Γk, Φk は Jacobian、すなわち

Γk ≡
∂ fk

∂x

∣∣∣∣
x̂k,ūk

(2.6.10)

Φk ≡
∂ fk

∂u

∣∣∣∣
x̂k,ūk

(2.6.11)

である。
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一方、観測量 zk+1 は非線形系においては

zk+1 = hk+1(xk+1)+ vk+1 (2.6.12)

のように得られる (観測方程式)。同様に線形化を行うと

zk+1 = hk+1
(
x̄k+1 +

(
xk+1 − x̄k+1

))
+ vk+1

≈ hk+1
(
x̄k+1

)
+

∂ hk+1

∂x

∣∣∣∣
x̄k+1

(
xk+1 − x̄k+1

)
+ vk+1

≡ hk+1
(
x̄k+1

)
+Hk+1

(
xk+1 − x̄k+1

)
+ vk+1

(2.6.13)

ただし行列 Hk+1 は Jacobian、すなわち

Hk+1 ≡
∂ hk+1

∂x

∣∣∣∣
x̄k+1

(2.6.14)

ここで zk+1 −hk+1
(
x̄k+1

)
を新たな観測量として見る、すなわち

zk+1 −hk+1
(
x̄k+1

)︸ ︷︷ ︸
観測量

= Hk+1
(
xk+1 − x̄k+1

)
+ vk+1 (2.6.15)

とすると今までの議論が成り立ち、離散線形系 Kalman Filter の Measurement Update の式 (2.4.16),

(2.4.17), (2.4.23)から
x̂k+1 = x̄k+1 +Kk+1

(
zk+1 −hk+1(x̄k+1)

)
(2.6.16)

Kk+1 = P̄k+1HT
k+1(Hk+1P̄k+1HT

k+1 +Rk+1)
−1 (2.6.17)

P̂k+1 = (I −Kk+1Hk+1)P̄k+1 (2.6.18)

となる。ただし、
Rk+1 = E

[
vk+1vT

k+1
]

(2.6.19)

である。

以上まとめると、離散 Extended Kalman Filterは

• 時間更新するとき (Time Update)
x̄k+1 = fk(x̂k, ūk) (2.6.2)

P̄k+1 = ΓkP̂kΓT
k +ΦkQkΦT

k +Sk (2.6.5)

• 観測量を用いて修正するとき (Measurement Update)

x̂k+1 = x̄k+1 +Kk+1
(
zk+1 −hk+1(x̄k+1)

)
(2.6.16)

Kk+1 = P̄k+1HT
k+1(Hk+1P̄k+1HT

k+1 +Rk+1)
−1 (2.6.17)

P̂k+1 = (I −Kk+1Hk+1)P̄k+1 (2.6.18)
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2.7 UD分解 Kalman Filter

具体的に数値計算によって Kalman Filterを形成する場合では、演算精度によって Filterが発散する可

能があるが知られている。特に式 (2.4.16) において Kalman Gain (K) を計算する際に逆行列を計算する

が、数値演算の精度が十分でない場合に桁落ちが発生し Filterが不安定になる。

そのような数値演算によってもたらされる Filterの不安定性について、参考文献 [3]等で、計算の工夫

により桁落ちの可能性を抑え安定性を増す手法がいくつか提案されている。そのうちの 1つに、誤差共分

散行列 ( P, Q, R )の対象性に注目した UD分解 Kalman Filterというものがある。

2.7.1 UD分解

実対象行列 Aは次のように分解することが可能である。

A =UDUT (2.7.1)

ここでU は上三角行列、 Dは対角行列であり、これらは以下の手順で導き出される。

1 for(int i = A.row − 1; i >= 0; i−−){
2 D(i, i) = A(i, i);
3 U(i, i) = 1.0;
4 for(int j = 0; j < i; j++){
5 U(j, i) = A(j, i) / D(i, i);
6 for(int k = 0; k <= j; k++){
7 A(k, j) −= U(k, i) ∗ D(i, i) ∗ U(j, i);
8 }
9 }

10 }

このことを利用すると、Kalman Filterの式はシステムの誤差共分散行列 Pを UD分解した行列UP, DP に

対する演算として書き直すことができ、逆行列の計算を排除することが可能となる。以下、Time Update

とMeasurement Updateのそれぞれについて見ていくことにする。

2.7.2 Time Update

Time Updateでは、システムの誤差共分散行列 Pを式 (2.4.13)によって更新する。ここで S = 0とし、

P, Qが実対象行列であることに着目すると、

P̄ ≡UP̄DP̄UT
P̄

= ΦP̂ΦT +ΓQΓT

≡ ΦUP̂DP̂UT
P̂ ΦT +ΓUQDQUT

QΓT

=
[
ΦUP̂ ΓUQ

][DP̂ 0
0 DQ

][
UT

P̂ ΦT

UT
QΓT

] (2.7.2)
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すなわち、

W ≡
[
ΦUP̂ ΓUQ

]
(2.7.3)

F ≡
[

DP̂ 0
0 DQ

]
(2.7.4)

とすると
UP̄DP̄UT

P̄ =WFW T (2.7.5)

さらにここでW , F に対して Gram-Schmidt直交化を行うと UP̄, DP̄ に対する更新の式を得ることができ

る。具体的には以下の処理を行う。

1 for(int j = W.rows − 1; j > 0; j−−){
2 v = W.rowVector(j);
3 z = v ∗ F;
4

5 D P(j, j) = (z ∗ v.transpose())(0, 0);
6 for(int i = 0; i < j; i++){
7 U P(i, j) = (W.rowVector(i) ∗ z.transpose())(0, 0) / D P(j, j);
8 W.rowVector(i) −= U P(i, j) ∗ v;
9 }

10 }
11 D P(0, 0) = (W.rowVector(0) ∗ F ∗ W.rowVector(0).transpose())(0, 0);

2.7.3 Measurement Update

一方、Measurement Updateでは、システムの誤差共分散行列 Pを式 (2.4.17), (2.4.23)によって更新す

る。同じく P, Rの対象性に注目し、式 (2.4.23)を UD分解した状態で更新することを考える。

まず、式 (2.4.23)において観測量が単一であった場合、すなわち H = hT であった場合を考えると、

P̂ = P̄− 1
α

P̄hhTP̄ (2.7.6)

ただし
α ≡ hTP̄h+R (2.7.7)

UD分解を施すと

UP̂DP̂UT
P̂ =UP̄DP̄UT

P̄ − 1
α

UP̄DP̄UT
P̄ hhTUP̄DP̄UT

P̄

=UP̄

[
DP̄ −

1
α

DP̄UT
P̄ hhTUP̄DP̄

]
UT

P̄

≡UP̄

[
DP̄ −

1
α

ggT
]

UT
P̄

(2.7.8)

ただし
f =UT

P̄ h (2.7.9)

g = DP̄ f (2.7.10)
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ここで DP̄ − 1
α ggT は非不定値対象行列であるから、これについても UD分解が可能でありそれを

DP̄ −
1
α

ggT ≡U ′D′U ′ (2.7.11)

とすると、
UP̂ =UP̄U ′ (2.7.12)

DP̂ = D′ (2.7.13)

となり UD分解した状態での更新式が得られる。また、Kalman Gainは

k =
1
α

P̄h

=
1
α

UP̄DP̄UT
P̄ h

=
1
α

UP̄g

(2.7.14)

で計算される。

以上を踏まえると具体的には以下の処理を行えばよい。

1 for(int i = 0; i < R.rows; i++){
2 f = U.transpose() ∗ H.rowVector(i);
3 g = D ∗ f;
4 alpha = R(i, i) + f ∗ g;
5 K(0, i) = g(0, 0);
6 D(0, 0) ∗= (r / alpha);
7

8 for(int j = 1; j < f.rows; j++){
9 alpha = alpha + f(j, 0) ∗ g(j, 0);

10 D(j, j) ∗= (alpha / alpha);
11 lambda = f(j, 0) / alpha;
12 u = U.columnVector(j).copy();
13 U.columnVector(j) −= lambda ∗ K.columnVector(i);
14 K.columnVector(i) += g(j, 0) ∗ u;
15 alpha = alpha;
16 }
17 K.columnVector(k) /= alpha;
18 }



20

第 3章

Quaternionを利用した INS/GPSアルゴ
リズム

本章では研究対象である INS/GPSのアルゴリズムについて述べる。まず記号ならびに座標系の定義を

行う。次に INSと GPSの Kalman Filterによる統合手法について、そして Kalman Filterで要求されるシ

ステム方程式、観測方程式について順に述べる。その後、これまでに述べたことをまとめて本研究で用い

た INS/GPSアルゴリズムを示す。最後にこのアルゴリズムを運用する上での注意点がいくつかあるので、

それについて述べる。

3.1 記号ならびに座標系について

本章では数式を表記するにあたって以下の記号を用いる。3次元ベクトルは u⃗、Quaternionは q̃または{
q(スカラー要素)

q⃗(ベクトル要素)

}
のように表し、q̃∗ ≡

{
q

−q⃗

}
は共役 Quaternionを表す。Quaternionの演算について

は、付録 Aで述べる。

また添え字を次のように定義する。座標系を x-Frameのように表わすと、 u2
1 は 1-Frameにおける値を

2-Frameで観測した値であり、u3
1/2 は 2-Frameに対する 1-Frameの値を 3-Frameで観測した値である。

座標系は表 3.1、図 3.1にあげる 5座標系を用いる。各座標系の詳細、座標系間の変換については付録

Bで述べる。

表 3.1: 座標系の種類
座標系 説明

i-Frame 地球中心が原点、 Zi が地球回転軸に一致する、右手系直交慣性系座標系

e-Frame 地球中心が原点、 Xe が経度 0◦ 方向、Ze が地球回転軸の右手系直交座標系

g-Frame 観測点が原点、 Xg ≡ Ng が北方向、Zg ≡ Dg が重力方向の右手系直交座標系

n-Frame g-Frameを Zg を軸に Azimuth α radだけ回転した右手系直交座標系

b-Frame 観測点が原点、観測対象に固定された右手系直交座標系
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図 3.1: 座標系

以上を踏まえて、数式中に表れる代表的な記号を表 3.2にまとめる。

3.2 INSと GPSの統合方式

INS と GPS の統合に第 2 章で説明した Kalman Filter を用いることは既に述べたが、INS と GPS を

Kalman Filterを統合するには大きくわけて次の 2つの方法が存在する。



第 3章 Quaternionを利用した INS/GPSアルゴリズム 22

表 3.2: 代表的な記号

記号 説明 要素数

u⃗ = 一般的な 3次元ベクトル

q̃ = 一般的な Quaternion

q̃∗ = 共役 Quaternion

r⃗e = 地球中心から観測点までの 3次元ベクトル
˙⃗rn
e = 地球を基準としたときの観測点の速さを n-Frameで測定した値 3

a⃗b = 観測対象に固定された加速度計の理想的な出力、a⃗b
i の省略形 3

ω⃗e
e/i = 地球の回転を e-Frameで計測した値 3

ω⃗n
n/e = 観測対象の地球に対する回転を n-Frameで測定した値 3

ω⃗b
b/i = 観測対象に固定されたジャイロの理想的な出力 3

g⃗n = 重力を n-Frameで計測した値、 g⃗n
i の省略形 3

h = 高度 1

q̃n
e = 地球上の位置、すなわち緯度、経度、アジムス角の Quaternion表現 4

q̃b
n = 観測対象の姿勢、すなわちロール角、ヨー角、ピッチ角の Quaternion表現 4

• Loose coupling

Kalman Filterにおけるシステム方程式が INSの慣性航法方程式、観測方程式が GPSから出力され

る位置・速度によって構成される方式。GPS 受信機が受信した電波を処理することによって得ら

れる最終出力である位置・速度を補強情報として利用するため、GPSによって解が得られる状況、

つまり未知量の 3次元位置、時刻の計 4を解くために必要な 4衛星以上が可視である必要がある。

かわりに統合のアルゴリズムは容易である。

• Tight coupling

Loose coupling同様、Kalman Filterにおけるシステム方程式は INSの慣性航法方程式だが、観測

方程式は GPS のより低レベルな出力である psuedo range や delta range 等によって構成される方

式。Loose Couplingに比較して GPSの最大限の活用 (例えば測位衛星数が不足しても推定を行う

ことが可能になる)が見込めるが、アルゴリズムは複雑になる。この方法をさらに発展させより統

合を密にした Ultra tight coulpingが存在する。

また別の分類方法として処理方法によるものがある。参考文献 [6] によると以下のとおり 2 つが存在

する。

• 中心化 (centralized)位置の解を求める作業が INSと GPS独立には行われず、比較的低レベルの情

報 (センサデータや pseudo range)などが一箇所の Kalman Filterに集められ解が求められる方式。

Tight coupling方式としばしば関係する。利点として、GPSに対する必要可視衛星数がないこと、

GPSから高レートで補正が得られることなどある。欠点として、フィルタサイズが大きくなる、つ

まり計算負荷があがる、他の補強システムとの統合が難しくなる。
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• 非中心化 (de-centralized) 位置の解を求める作業が INS と GPS 独立に行われ、それらが一つの

Kalman Filterによって統合され、最も確からしい解を得る方式。GPSで解を得る必要があるため、

4衛星以上可視でなければならず、GPSからの補正は 1Hz程度に留まる。しかし、フィルタサイ

ズは小さく、他の補強システムとの統合も容易である。

本研究では、汎用的に使用するためには計算負荷が軽く、アプリケーションに応じて他の補強システム

との組み合わせが容易である必要があると考え、非中心化の Loose coupling方式を採用した。図 3.2にア

ルゴリズムの全体像を示す。

Attitude

Kinematics

Velocity,

Position

Kinematics

Gravity

Coordinate

Transformation

Velocity,

Position

Attitude

MEMS

Gyro b

ib /ω
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*~b
nq

b

in /ω

b

nb /ω

ng

na

MEMS

Accelerometer

civil-use

GPS
Extended

Kalman Filtertime
update

measurement
update

measurement
update

INS

図 3.2: Loose coupling INS/GPSアルゴリズム

次節以降、Kalman Filterを構成するのに必要となるシステム方程式、観測方程式について述べた後、本

研究で用いた INS/GPSアルゴリズムについて述べる。

3.3 システム方程式

本節では Kalman Filterを構成するのに必要となるシステム方程式について述べる。Loose coupling方

式を採用したので、システム方程式は INSの慣性航法方程式である。ここで状態量 xは速度 ˙⃗rn
e、位置 q̃n

e ,

h、姿勢 q̃b
n とする。すなわち

x ≡


˙⃗rn
e

q̃n
e

h
q̃b

n

 (3.3.1)
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である。また入力 uは、対象に固定された加速度計より得られる加速度 a⃗b、ジャイロより得られる角速

度 ω⃗b
b/i、重力 g⃗n とする。すなわち

u ≡

 a⃗b

ω⃗b
b/i

g⃗n

 (3.3.2)

である。またシステムに対し誤差はないと考えられるので

w ≡ 0 (3.3.3)

である。以上まとめると連続系で記したシステム方程式は

d
dt

x = f (x,u) (3.3.4)

である。

なお位置・姿勢について Quaternionを用いたのは、これらで方程式を記述した場合、オイラー角で発

生するような三角関数を必要としない、すなわち非線形性が弱まると考えたためである。この点が他の

INS/GPSアルゴリズムと比べてユニークな点である。オイラー角 (緯度 ϕ や経度 λ、ロール角 Φ、ピッチ
角 Θ、ヨー角 Ψ) を得たい場合は 付録 A を用いて Quaternion を変換すればよい。また付録 D により一

般的な方法である位置を Euler角、すなわち緯度 ϕ や経度 λ、Azimuth角 α であらわした場合の Loose

coupling INS/GPSアルゴリズムを示す。

以下の小節で速度、位置、姿勢にわけて見ていくことにする。

3.3.1 速度の方程式

e-Frameと i-Frameにおける対象対象の位置を r⃗e、 r⃗i と表記すると、e-Frameと i-Frameの原点は一致

することから、回転 Quaternionによって両者の関係をあらわすことができる。{
0
r⃗e

}
= q̃e

i
∗
{

0
r⃗i

}
q̃e

i (3.3.5)

ここで Quaternionの時間微分の公式より

˙̃q =
1
2

{
0
ω⃗

}
q̃ (3.3.6)

˙̃q∗ = ( ˙̃q)∗ =
1
2
(

{
0
ω⃗

}
q̃)∗ =−1

2
q̃∗
{

0
ω⃗

}
(3.3.7)
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であるから、(3.3.5)を時間微分すると{
0
˙⃗re
e

}
=

d
dt

(
q̃e

i
∗
{

0
r⃗i

}
q̃e

i

)
= ˙̃qe

i
∗
{

0
r⃗i

}
q̃e

i + q̃e
i
∗
{

0
˙⃗ri
i

}
q̃e

i + q̃e
i
∗
{

0
r⃗i

}
˙̃qe
i

=−1
2

q̃e
i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}{
0
r⃗i

}
q̃e

i + q̃e
i
∗
{

0
˙⃗ri
i

}
q̃e

i +
1
2

q̃e
i
∗
{

0
r⃗i

}{
0

ω⃗ i
e/i

}
q̃e

i

= q̃e
i
∗
{

0
˙⃗ri
i

}
q̃e

i − q̃e
i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × r⃗i

}
q̃e

i(
=

{
0
˙⃗re
i

}
− q̃e

i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × r⃗i

}
q̃e

i

)
(3.3.8)

ω⃗e/i が時間変化しないことに注意して、さらに時間微分すれば{
0
¨⃗re
e

}
=

d
dt

(
q̃e

i
∗
{

0
˙⃗ri
i

}
q̃e

i − q̃e
i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × r⃗i

}
q̃e

i

)
=

(
q̃e

i
∗
{

0
¨⃗ri
i

}
q̃e

i − q̃e
i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × ˙⃗ri
i

}
q̃e

i

)
−

(
q̃e

i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × ˙⃗ri
i

}
q̃e

i − q̃e
i
∗

{
0

ω⃗ i
e/i ×

(
ω⃗ i

e/i × r⃗i

)} q̃e
i

)

= q̃e
i
∗
{

0
¨⃗ri
i

}
q̃e

i −2q̃e
i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × ˙⃗ri
i

}
q̃e

i + q̃e
i
∗

{
0

ω⃗ i
e/i ×

(
ω⃗ i

e/i × r⃗i

)} q̃e
i

=

{
0
¨⃗re
i

}
−2q̃e

i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × ˙⃗ri
i

}
q̃e

i︸ ︷︷ ︸
コリオリ力

+ q̃e
i
∗

{
0

ω⃗ i
e/i ×

(
ω⃗ i

e/i × r⃗i

)} q̃e
i︸ ︷︷ ︸

遠心力
(3.3.9)

ここで e-Frameにおける速度は次のとおりである。{
0
˙⃗rn
e

}
= q̃n

e
∗
{

0
˙⃗re
e

}
q̃n

e (3.3.10)

微分して {
0
¨⃗rn
e

}
=

d
dt

(
q̃n

e
∗
{

0
˙⃗re
e

}
q̃n

e

)
= q̃n

e
∗
{

0
¨⃗re
e

}
q̃n

e − q̃n
e
∗
{

0
ω⃗e

n/e × ˙⃗re
e

}
q̃n

e

(3.3.11)

(3.3.9)を代入すれば{
0
¨⃗rn
e

}
= q̃n

e
∗

({
0
¨⃗re
i

}
−2q̃e

i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × ˙⃗ri
i

}
q̃e

i + q̃e
i
∗

{
0

ω⃗ i
e/i ×

(
ω⃗ i

e/i × r⃗i

)} q̃e
i

)
q̃n

e − q̃n
e
∗
{

0
ω⃗e

n/e × ˙⃗re
e

}
q̃n

e

=

{
0
¨⃗rn
i

}
− q̃n

e
∗

(
2
{

0
ω⃗e

e/i × ˙⃗re
i

}
−

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}
+

{
0

ω⃗e
n/e × ˙⃗re

e

})
q̃n

e

(3.3.12)
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さらに (3.3.8)より {
0
˙⃗re
i

}
=

{
0
˙⃗re
e

}
+ q̃e

i
∗
{

0
ω⃗ i

e/i × r⃗i

}
q̃e

i

=

{
0
˙⃗re
e

}
+

{
0

ω⃗e
e/i × r⃗e

} (3.3.13)

従って

2
{

0
ω⃗e

e/i × ˙⃗re
i

}
= 2

{
0

ω⃗e
e/i

}{
0
˙⃗re
i

}
= 2

{
0

ω⃗e
e/i

}[{
0
˙⃗re
e

}
+

{
0

ω⃗e
e/i × r⃗e

}]
= 2

{
0

ω⃗e
e/i × ˙⃗re

e

}
+2

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}
(3.3.14)

であるから、(3.3.12)に代入して{
0
¨⃗rn
e

}
=

{
0
¨⃗rn
i

}
− q̃n

e
∗

(
2
{

0
ω⃗e

e/i × ˙⃗re
e

}
+2

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}

−

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}
+

{
0

ω⃗e
n/e × ˙⃗re

e

})
q̃n

e

=

{
0
¨⃗rn
i

}
− q̃n

e
∗

(
2
{

0
ω⃗e

e/i × ˙⃗re
e

}
+

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}
+

{
0

ω⃗e
n/e × ˙⃗re

e

})
q̃n

e

(3.3.15)

ところで観測対象に固定された加速度計から得られる加速度 a⃗b は、i-Frameにおける観測対象の加速

度 (地球上に静止していることによる自転の向心力を含む)に地球の万有引力を加えたものを b-Frame上

で観測した値であり {
0
a⃗b

}
= q̃b

n
∗
{

0
¨⃗rn
i

}
q̃b

n −
{

0
g⃗b

}
︸ ︷︷ ︸
地球重力

(3.3.16)

変形して {
0
¨⃗rn
i

}
= q̃n

b
∗
({

0
a⃗b

}
+

{
0
g⃗b

})
q̃n

b

= q̃n
b
∗
{

0
a⃗b

}
q̃n

b +

{
0
g⃗n

} (3.3.17)
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これを (3.3.15)に代入すれば、(3.3.18)のとおり n-Frameでの観測対象の速度の運動方程式が得られる。

d
dt

{
0
˙⃗rn
e

}
≡
{

0
¨⃗rn
e

}
= q̃n

b
∗
{

0
a⃗b

}
q̃n

b +

{
0
g⃗n

}
− q̃n

e
∗

(
2
{

0
ω⃗e

e/i × ˙⃗re
e

}
+

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}
+

{
0

ω⃗e
n/e × ˙⃗re

e

})
q̃n

e

= q̃n
b
∗
{

0
a⃗b

}
q̃n

b +

{
0
g⃗n

}
−
(

2
{

0
ω⃗n

e/i × ˙⃗rn
e

}
+

{
0

ω⃗n
n/e × ˙⃗rn

e

})
− q̃n

e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)} q̃n
e

= q̃n
b
∗
{

0
a⃗b

}
q̃n

b +

{
0
g⃗n

}
−

{
0(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e

}
− q̃n

e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)} q̃n
e

(3.3.18)

ここにおいて ω⃗n
e/i は {

0
ω⃗n

e/i

}
= q̃n

e
∗
{

0
ω⃗e

e/i

}
q̃n

e (3.3.19)

であり、 ωe/i は地球の自転速度ベクトル、すなわち

ω⃗ i
e/i = ω⃗e

e/i =

 0
0

Ωe/i

 (3.3.20)

である (Ωe/i は地球の自転速度)。

また ω⃗n
n/e は {

0
ω⃗n

n/e

}
= q̃n

g
∗
{

0
ω⃗g

n/e

}
q̃n

g (3.3.21)

であるが、ω⃗g
n/e は以下の手順で求めることが可能である。緯度、経度をそれぞれ ϕ、 λ とすると

d
dt

ϕ ≡ ϕ̇ =
vN

Rmeridian +h
(3.3.22)

d
dt

λ ≡ λ̇ =
vE

β
=

vE

(Rnormal +h)cosϕ
(3.3.23)

ただし Rmeridian、 Rnormal はそれぞれ南北方向と東西方向における極率半径を表し、 hは高度を、 vN、 vE

はそれぞれ北方向、東方向の速度をあらわすとする。地球モデル (WGS-84、付録 C参照)より Rmeridian、

Rnormal は

Rmeridian =
re
(
1− ε2

)
(
1− ε2 sin2 ϕ

) 3
2

(3.3.24)
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Rnormal =
re(

1− ε2 sin2 ϕ
) 1

2
(3.3.25)

vN、 vE および下方向の速度 vD は
0vN

vE
vD


≡

{
0
˙⃗rg
e

}
= q̃g

n
∗
{

0
˙⃗rn
e

}
q̃g

n (3.3.26)

より得られる。

N
g

D
g 
,Z

n

E
g

X
n

Y
n

α

D'
g 
,Z'

n

N'
g

E'
g

-φ
.

λ
.

X'
n

Y'
n

Z
e

α

α λ
.

φ
.

sin+

α λ
.

φ
.

sin+

図 3.3: n-Frameの変化

ここで図 3.3より ω⃗n/e は、
(ω⃗g

n/e)east =−ϕ̇ (3.3.27)

(ω⃗g
n/e)down = (ω⃗n

n/e)down = λ̇ sinϕ (3.3.28)

(ω⃗e
n/e)z = λ̇ (3.3.29)

であるから重ね合わせて

{
0

ω⃗g
n/e

}
=


0 0

(ω⃗g
n/e)east

(ω⃗g
n/e)down


+ q̃g

e
∗


0 0
0

(ω⃗e
n/e)z


 q̃g

e (3.3.30)
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計算すると、

ω⃗g
n/e =

λ̇ cosϕ
−ϕ̇
0


=

 vE
Rnormal+h

− vN
Rmeridian+h

0

 (3.3.31)

ここで北方向速度 vN、東方向速度 vE は g-Frameと n-Frameの関係より ˙⃗rn
e から求まり

vN = ˙⃗rn
e 0 cosα − ˙⃗rn

e 1 sinα (3.3.32)

vE = ˙⃗rn
e 0 sinα + ˙⃗rn

e 1 cosα (3.3.33)

であるから

ω⃗g
n/e =


( ˙⃗rn

e )X sinα+( ˙⃗rn
e )Y cosα

Rnormal+h

− ( ˙⃗rn
e )X cosα−( ˙⃗rn

e )Y sinα
Rmeridian+h

0

 (3.3.34)

もう一度 g-Frameと n-Frameの関係を用いれば

ω⃗n
n/e = q̃n

g
∗ω⃗g

n/eq̃n
g

≡

 (ω⃗g
n/e)X cosα +(ω⃗g

n/e)Y sinα
−(ω⃗g

n/e)X sinα +(ω⃗g
n/e)Y cosα

0



=


( ˙⃗rn

e)Y

(
cosα2

Rnormal+h +
sinα2

Rmeridian+h

)
+( ˙⃗rn

e)X cosα sinα
(

1
Rnormal+h −

1
Rmeridian+h

)
−( ˙⃗rn

e)X

(
cosα2

Rmeridian+h +
sinα2

Rnormal+h

)
+( ˙⃗rn

e)Y cosα sinα
(

1
Rmeridian+h −

1
Rnormal+h

)
0


(3.3.35)

さらに ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)
は、図 3.4より

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)
= Ωe/i

2β

−cosλ
−sinλ

0


= Ωe/i

2(Rnormal +h)cosϕ

−cosλ
−sinλ

0

 (3.3.36)

ここで付録 Bより q̃n
e の三角関数表現を適用すると

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)
= 2Ωe/i

2(Rnormal +h)

(q̃n
e)0(q̃n

e)2 +(q̃n
e)1(q̃n

e)3
(q̃n

e)3(q̃n
e)2 − (q̃n

e)1(q̃n
e)0

0

 (3.3.37)
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Xe

Ye

Ze

re

λ

φ

ϖe/i

ϖe/i * ϖe/i * re

β

図 3.4: 向心力

3.3.2 位置の方程式

観測対象の位置は q̃n
e と hであらわされる。

q̃n
e の方程式は Quaternionの時間微分の公式より

d
dt

q̃n
e ≡ ˙̃qn

e =
1
2

{
0

ω⃗e
n/e

}
q̃n

e

=
1
2

q̃e
n
∗
{

0
ω⃗n

n/e

}
q̃e

nq̃n
e

=
1
2

q̃n
e

{
0

ω⃗n
n/e

} (3.3.38)

ω⃗n
n/e は (3.3.35)より得られる。

また高度 hの方程式は
d
dt

h =−vD ≡−(ṙn
e)Z (3.3.39)

である。

3.3.3 姿勢の方程式

観測対象の姿勢は q̃b
n であらわされ、その方程式は Quaternionの時間微分の公式から次のようにあらわ

される。
d
dt

q̃b
n ≡ ˙̃qb

n =
1
2

{
0

ω⃗n
b/n

}
q̃b

n (3.3.40)
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ここで
ω⃗n

b/n = ω⃗n
b/i − ω⃗n

n/i

= ω⃗n
b/i −

(
ω⃗n

e/i + ω⃗n
n/e

) (3.3.41)

{
0

ω⃗n
b/i

}
= q̃n

b
∗
{

0
ω⃗b

b/i

}
q̃n

b (3.3.42)

であり、 ω⃗n
e/i、 ω⃗n

n/e はそれぞれ (3.3.19)、(3.3.35)から求まる。また ω⃗b
b/i は、i-Frameに対して b-Frame

の回転角速度を b-Frame上で観測した値であり、これはまさに観測対象に固定されたジャイロの出力で

ある。

以上まとめて (3.3.40)は

˙̃qb
n =

1
2

[
q̃n

b
∗
{

0
ω⃗b

b/i

}
q̃n

b −
({

0
ω⃗n

e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e

})]
q̃b

n

=
1
2

[
q̃b

n

{
0

ω⃗b
b/i

}
−
({

0
ω⃗n

e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e

})
q̃b

n

] (3.3.43)

3.4 観測方程式

前節に続いて、本節では Kalman Filter を構成するのに同じく必要となる観測方程式について述べる。

Loose coupling方式を採用したので、観測方程式は GPSが出力する位置ならびに速度情報によって構成

される。すなわち観測方程式で導入される観測量 zは、

z ≡

 ˙⃗rn
e

q̃n
e

h


GPS

(3.4.1)

であり、観測方程式は

z =

I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0

x+ v (3.4.2)

である。

もし GPSの位置出力が緯度 ϕ や経度 λ の場合は式 (B.10.1)より q̃n
e を求める。このとき、アジムス角

α は GPSから得られないので、システム方程式、つまり INSより求められたアジムス角 αINS を利用す

る必要がある。

q̃n
eGPS =

1√
2



cos λGPS+αINS
2

(
cos −ϕGPS

2 + sin −ϕGPS
2

)
sin λGPS−αINS

2

(
cos −ϕGPS

2 − sin −ϕGPS
2

)
−cos λGPS−αINS

2

(
cos −ϕGPS

2 − sin −ϕGPS
2

)
sin λGPS+αINS

2

(
cos −ϕGPS

2 + sin −ϕGPS
2

)


(3.4.3)

また、GPSの速度出力は通常 NED座標系、すなわち g-Frameでの速度 ˙⃗rg
e である。そのため座標変換を

行い {
0

˙⃗rn
e GPS

}
= q̃n

g
∗
{

0
˙⃗rg
e INS

}
q̃n

g (3.4.4)
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とする必要がある。すなわち

˙⃗rn
e GPS =

 ˙⃗rN GPS cosαINS + ˙⃗rE GPS sinαINS
− ˙⃗rN GPS sinαINS + ˙⃗rE GPS cosαINS

˙⃗rD

 (3.4.5)

3.5 INS/GPSアルゴリズム

前節までに述べてきたシステム方程式と観測方程式を利用して、本節では Kalman Filterで統合された

INS/GPSアルゴリズムを説明する。

ところでシステム方程式は非線形であるのに対し、観測方程式は線形である。このため 2.6節で示した

Extended Kalman Filterを単純に適応するわけにはいかない。そこで Extended Kalman Filterで行われた

線形化の手法を応用する。

まず、状態量の推定値 x̂とその真値 xの微小誤差 ∆xについてのシステム方程式を導く。これにともな

い入力の推定値 ūとその真値 uの微小誤差 ∆uも導入する。誤差の 2次以上の項を無視すると

d∆
dt

x ≡ d
dt

x̂− x

= f (x̂, ū)− f (x,u)

= f (x+∆x,u+∆u)− f (x,u)

≡ A∆x+B∆u

(3.5.1)

となり、システム方程式は誤差に対して線形となる。

また観測方程式については、状態量の真値 xとシステム方程式を計算することによって得られたその推

定値 x̄、並びに観測量 zには次の関係が成り立つ。

z = Hx+ v

= H (x̄−∆x)+ v
(3.5.2)

すなわち
z−Hx̄ =−H∆x+ v (3.5.3)

となる。ここで左辺を新たな観測量としてみれば、観測方程式もまた誤差に対して線形となっている。

今、両方程式は誤差に対し線形となった。そこでこれらに対して通常の Kalman Filterを適用すること

が可能であり、目的は達せられた。Kalman Filterを導入することによって行う Time Update、Measuement

Updateの各フェーズの具体的処理については後で述べる。

これらの方程式をいかにつくるかであるが、一般的には、誤差はシステム方程式の状態量の 1次差分で

あり、誤差に対するシステム方程式は元のシステム方程式を単純に線形化をすることによって得る。しか

し本研究では、位置や姿勢を表現している Quaternionの誤差 ∆q̃を

∆q̃ ≡ ˆ̃q− q̃

≡
{

1
∆⃗u

}
q̃− q̃

(3.5.4)
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となる微小誤差ベクトル要素 ∆⃗uとした。これは Quaternionのノルムが 1でなげればならないという制

約条件を守るためであり、詳しくは次小節にて述べる。なお一般的な手法によって構成した誤差に対する

方程式は付録 Eに示す。

これをもって状態量の誤差 ∆xは

∆x ≡


∆ ˙⃗rn

e
∆⃗un

e
∆h
∆⃗ub

n

 (3.5.5)

とし、また入力の誤差 ∆uは

∆u ≡

 ∆⃗ab

∆ω⃗b
b/i

∆⃗gn

 (3.5.6)

とした。センサのバイアス変動を推定する場合などは、入力の誤差の一部が状態量に含まれる場合もある

(後述、3.6.4節参照)が、今回は計算負荷を軽くするためこのような設定とした。

続けて、誤差に対して線形化されたシステム方程式 (『誤差システム方程式』と呼ぶことにする)、観測

方程式 (『誤差観測方程式』と呼ぶことにする)を示す。最後に第 2章での記載に倣い、Kalman Filterの

Time UpdateとMeasuement Updateの 2つのフェーズに分けてアルゴリズムの説明を行う。

3.5.1 Quaternionの誤差

Quaternion の誤差は、状態量における真値との微小差分ではなく [8] を参考に作成した。微小差分に

よって誤差を表現した場合、Quaternionのノルムを ||q̃||と書くならば

||q̃+∆q̃||2 = (q0 +∆q0)
2 + ||⃗q+ ∆⃗q||2

≈
(
q0

2 + q⃗2)+2(q0∆q0 + q⃗ · ∆⃗q)

= 1+2(q0∆q0 + q⃗ · ∆⃗q)

(3.5.7)

となり制約条件 ||q̃+∆q̃||= 1を常には満足できない。そこで ||∆⃗u|| ≈ 0なる微小誤差ベクトル要素 ∆⃗uを

導入し、誤差を Quaternion積で表現すると

q̃+∆q̃ ≡
{

1
∆⃗u

}
q̃ =

{
q0 − ∆⃗u · q⃗

q⃗+q0∆⃗u+ ∆⃗u× q⃗

}
(3.5.8)

||q̃+∆q̃||2 ≡ (q0 − ∆⃗u · q⃗)2

+ ||⃗q+q0∆⃗u+ ∆⃗u× q⃗||2

≈
(
q0

2 −2q0∆⃗u · q⃗
)

+
(
||⃗q||2 +2q0∆⃗u · q⃗

)
= q0

2 + ||⃗q||2 = 1

(3.5.9)

となり誤差を含んだ状態でもノルムが 1であることが保証される。これをもって Quaternionの誤差は微

小誤差ベクトル要素 ∆⃗uで表現することとした。

なおこのような方法は表記の違いなどあれど積算型 (Multiplicative)と呼ばれ、宇宙機の姿勢決定など

で多く用いられている。
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3.5.2 誤差システム方程式

前小節で導入した Quaternionの誤差を元にシステム方程式を誤差に対して線形化していく。速度、位

置、姿勢の順に見ていく。

速度の誤差方程式

速度の方程式 (3.3.18)を誤差について線形化すると次のようになる。
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d
dt

{
0

∆ ˙⃗rn
e

}
=

d
dt

({
0

˙⃗rn
e +∆ ˙⃗rn

e

}
−
{

0
˙⃗rn
e

})
=

[
(q̃n

b +∆q̃n
b)

∗
{

0
a⃗b + ∆⃗ab

}
(q̃n

b +∆q̃n
b)+

{
0

g⃗n + ∆⃗gn

}
−

{
0(

2
(

ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

e/i

)
+
(

ω⃗n
n/e +∆ω⃗n

n/e

))
×
( ˙⃗rn

e +∆ ˙⃗rn
e
)}

− (q̃n
e +∆q̃n

e)
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × (⃗re + ∆⃗re)
)}

(q̃n
e +∆q̃n

e)

]

−

[
q̃n

b
∗
{

0
a⃗b

}
q̃n

b +

{
0
g⃗n

}
−

{
0(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e

}
− q̃n

e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)} q̃n
e

]

=

({
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n

){
0

a⃗b + ∆⃗ab

}({
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n

)
∗− q̃b

n

{
0
a⃗b

}
q̃b

n
∗+

{
0

∆⃗gn

}
−

{
0(

2∆ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e +
(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
×∆ ˙⃗rn

e

}

−
({

1
∆⃗un

e

}
q̃n

e

)
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}({ 1
∆⃗un

e

}
q̃n

e

)
+ q̃n

e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)} q̃n
e

− q̃n
e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × ∆⃗re

)} q̃n
e

=

{
1

∆⃗ub
n

}{
0

DCM
[
q̃b

n
∗] (⃗ab + ∆⃗ab

)}{ 1
−∆⃗ub

n

}
−
{

0
DCM

[
q̃b

n
∗] a⃗b

}
+

{
0

∆⃗gn

}
−

{
0(

2∆ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e +
(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
×∆ ˙⃗rn

e

}

− q̃n
e
∗

[{
1

−∆⃗un
e

}{ 0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}{ 1
∆⃗un

e

}
−

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}] q̃n
e

−

{
0

DCM [q̃n
e ]
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × ∆⃗re

))}

≈
{

0
DCM

[
q̃b

n
∗] ∆⃗ab −2DCM

[
q̃b

n
∗] a⃗b × ∆⃗ub

n

}
+

{
0

∆⃗gn

}
−

{
0(

2∆ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e +
(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
×∆ ˙⃗rn

e

}

−

{
0

2DCM [q̃n
e ]
((

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

))
× ∆⃗un

e

)}

−

{
0

DCM [q̃n
e ]
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × ∆⃗re

))}
(3.5.10)
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ここで ∆ω⃗n
e/i は {

0
∆ω⃗n

e/i

}
= (q̃n

e +∆q̃n
e)

∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}
(q̃n

e +∆q̃n
e)− q̃n

e
∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}
q̃n

e

≡
({

1
∆⃗un

e

}
q̃n

e

)
∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}({
1

∆⃗un
e

}
q̃n

e

)
− q̃n

e
∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}
q̃n

e

= q̃n
e
∗
{

1
−∆⃗un

e

}{
0

ω⃗ i
e/i

}{
1

∆⃗un
e

}
q̃n

e − q̃n
e
∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}
q̃n

e

≈ q̃n
e
∗
{

0
ω⃗ i

e/i +2ω⃗ i
e/i × ∆⃗un

e

}
q̃n

e − q̃n
e
∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}
q̃n

e

= q̃n
e
∗
{

0
2ω⃗ i

e/i × ∆⃗un
e

}
q̃n

e

(3.5.11)

すなわち
∆ω⃗n

e/i = DCM [q̃n
e ] (2ω⃗ i

e/i × ∆⃗un
e)

=

R00 R01 R02
R10 R11 R12
R20 R21 R22


q̃n

e

2Ωe/i

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

uuun
e

= 2Ωe/i

R01 −R00 0
R11 −R10 0
R21 −R20 0


q̃n

e

∆⃗un
e

(3.5.12)

また ∆ω⃗n
n/e は式 (3.3.35)より求められるが、ここで

Rnormal = Rmeridian ≡ re (3.5.13)

の近似が成立するものとすると

ω⃗n
n/e ≈


( ˙⃗rn

e)Y

(
cosα2

re+h + sinα2

re+h

)
+( ˙⃗rn

e)X cosα sinα
(

1
re+h −

1
re+h

)
−( ˙⃗rn

e)X

(
cosα2

re+h + sinα2

re+h

)
+( ˙⃗rn

e)Y cosα sinα
(

1
re+h −

1
re+h

)
0


=


( ˙⃗rn

e )Y
re+h
−( ˙⃗rn

e )X
re+h

0


(3.5.14)

よって

∆ω⃗n
n/e ≈

1
re +h

 ∆(ṙn
e)Y

−∆(ṙn
e)X

0

− 1

(re +h)2

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0

∆h

=
1

re +h

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

∆ ˙⃗rn
e −

1

(re +h)2

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0

∆h

(3.5.15)
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また ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)
は式 (3.3.37)から

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)
= 2Ωe/i

2 (Rnormal +h)

q0q2 +q1q3
q3q2 −q1q0

0


= Ωe/i

2 (Rnormal +h)

R20
R21
0


DCM[q̃n

e ]

(3.5.16)

であるから

2DCM [q̃n
e ]
((

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

))
× ∆⃗un

e

)
= 2DCM [q̃n

e ]

 0 −v2 v1
v2 0 −v0
−v1 v0 0


ω⃗e

e/i×
(

ω⃗e
e/i×⃗re

) ∆⃗un
e

= 2Ωe/i
2 (Rnormal +h)DCM [q̃n

e ]

 0 0 R21
0 0 −R20

−R21 R20 0


DCM[q̃n

e ]

∆⃗un
e

= 2Ωe/i
2 (Rnormal +h)

−R02R21 R02R20 R00R21 −R01R20
−R12R21 R12R20 R10R21 −R11R20
−R22R21 R22R20 R20R21 −R21R20


DCM[q̃n

e ]

∆⃗un
e

(3.5.17)
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さらに

DCM [q̃n
e ]
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × ∆⃗re

))
= 2Ωe/i

2DCM [q̃n
e ]


q0q2 +q1q3

q3q2 −q1q0
0


q̃n

e

∆h+(Rnormal +h)

 q2 q3 q0 q1
−q1 −q0 q3 q2

0 0 0 0


q̃n

e

∆q̃n
e


= 2Ωe/i

2DCM [q̃n
e ]


q0q2 +q1q3

q3q2 −q1q0
0


q̃n

e

∆h

+(Rnormal +h)

 q2 q3 q0 q1
−q1 −q0 q3 q2

0 0 0 0


q̃n

e


−q1 −q2 −q3
q0 q3 −q2
−q3 q0 q1
q2 −q1 q0


q̃n

e

∆⃗un
e


= 2Ωe/i

2DCM [q̃n
e ]


q0q2 +q1q3

q3q2 −q1q0
0


q̃n

e

∆h

+ (Rnormal +h)

 0 1−2
(
q1

2 +q2
2
)

2(q0q1 −q2q3)
1−2

(
q0

2 +q3
2
)

0 2(q1q3 +q0q2)
0 0 0


q̃n

e

∆⃗un
e


= 2Ωe/i

2DCM [q̃n
e ]

1
2

R20
R21
0


DCM[q̃n

e ]

∆h+(Rnormal +h)

 0 R22 −R21
−R22 0 R20

0 0 0


DCM[q̃n

e ]

∆⃗un
e


= Ωe/i

2


R00R20 −R01R21

R10R20 −R11R21
R20R20 −R21R21


DCM[q̃n

e ]

∆h

+2(Rnormal +h)

−R01R22 R00R22 −R00R21 +R01R20
−R11R22 R10R22 −R10R21 +R11R20
−R21R22 R20R22 −R20R21 +R21R20


DCM[q̃n

e ]

∆⃗un
e


(3.5.18)

ただしここで

{
∆q0
∆⃗q

}
≡
{

1
∆⃗u

}{
q0
∆⃗q

}
− q̃ =

{
−∆⃗u · q⃗

q0∆⃗u+ ∆⃗u× q⃗

}
=


−q1 −q2 −q3
q0 q3 −q2
−q3 q0 q1
q2 −q1 q0

 ∆⃗u (3.5.19)

を用いた。
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以上まとめると誤差に関する速度の方程式は

d
dt

∆ ˙⃗rn
e = DCM

[
q̃b

n
∗
]

∆⃗ab −2DCM
[
q̃b

n
∗
]

a⃗b × ∆⃗ub
n + ∆⃗gn + ˙⃗rn

e ×
(

2∆ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

n/e

)
−
(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
×∆ ˙⃗rn

e

−2DCM [q̃n
e ]
((

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

))
× ∆⃗un

e

)
−DCM [q̃n

e ]
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × ∆⃗re

))
= DCM

[
q̃b

n
∗
]

∆⃗ab −2

R00ab
0 +R10ab

1 +R20ab
2

R01ab
0 +R11ab

1 +R21ab
2

R02ab
0 +R12ab

1 +R22ab
2


q̃b

n

× ∆⃗ub
n + ∆⃗gn

+
1

re +h

 0 −ṙe
nZ ṙe

nY
ṙe

nZ 0 −ṙe
nX

−ṙe
nY ṙe

nX 0

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

∆ ˙⃗rn
e −

1

(re +h)2

 0 −ṙe
nZ ṙe

nY
ṙe

nZ 0 −ṙe
nX

−ṙe
nY ṙe

nX 0

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0

∆h

+4Ωe/i

 0 −ṙe
nZ ṙe

nY
ṙe

nZ 0 −ṙe
nX

−ṙe
nY ṙe

nX 0

R01 −R00 0
R11 −R10 0
R21 −R20 0


q̃n

e

∆⃗un
e −

 0 −ω2 ω1
ω2 0 −ω0
−ω1 ω0 0


2ω⃗n

e/i+ω⃗n
n/e

∆ ˙⃗rn
e

−2Ωe/i
2 (Rnormal +h)

−R02R21 R02R20 R00R21 −R01R20
−R12R21 R12R20 R10R21 −R11R20
−R22R21 R22R20 R20R21 −R21R20


DCM[q̃n

e ]

∆⃗un
e

−Ωe/i
2


R00R20 −R01R21

R10R20 −R11R21
R20R20 −R21R21


DCM[q̃n

e ]

∆h

+2(Rnormal +h)

−R01R22 R00R22 −R00R21 +R01R20
−R11R22 R10R22 −R10R21 +R11R20
−R21R22 R20R22 −R20R21 +R21R20


DCM[q̃n

e ]

∆⃗un
e


= DCM

[
q̃b

n
∗
]

∆⃗ab −2

 0 −R02ab
0 −R12ab

1 −R22ab
2 R01ab

0 +R11ab
1 +R21ab

2
R02ab

0 +R12ab
1 +R22ab

2 0 −R00ab
0 −R10ab

1 −R20ab
2

−R01ab
0 −R11ab

1 −R21ab
2 R00ab

0 +R10ab
1 +R20ab

2 0


q̃b

n

∆⃗ub
n

+ ∆⃗gn +
1

re +h

 ṙe
nZ 0 0
0 ṙe

nZ 0
−ṙe

nX −ṙe
nY 0

∆ ˙⃗rn
e −

1

(re +h)2

 (ṙn
e)X (ṙn

e)Z
(ṙn

e)Y (ṙ
n
e)Z

−(ṙn
e)

2
X − (ṙn

e)
2
Y

∆h

+4Ωe/i

R21(ṙe
n)Y −R11(ṙe

n)Z R10(ṙe
n)Z −R20(ṙe

n)Y 0
R01(ṙe

n)Z −R21(ṙe
n)X R20(ṙe

n)X −R00(ṙe
n)Z 0

R11(ṙe
n)X −R01(ṙe

n)Y R00(ṙe
n)Y −R10(ṙe

n)X 0


q̃n

e

∆⃗un
e

−

 0 −ω2 ω1
ω2 0 −ω0
−ω1 ω0 0


2ω⃗n

e/i+ω⃗n
n/e

∆ ˙⃗rn
e −Ωe/i

2

R00R20 −R01R21
R10R20 −R11R21
R20R20 −R21R21


DCM[q̃n

e ]

∆h

+2Ωe/i
2 (Rnormal +h)R01R22 +R02R21 −R00R22 −R02R20 0

R11R22 +R12R21 −R10R22 −R12R20 0
R21R22 +R22R21 −R20R22 −R22R20 0


DCM[q̃n

e ]

∆⃗un
e

(3.5.20)
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位置の誤差方程式

位置の方程式 (3.3.38), (3.3.39)を誤差について線形化すると次のようになる。

まず式 (3.3.38)についての誤差は

d
dt
(q̃n

e +∆q̃n
e)≡

d
dt

({
1

∆⃗un
e

}
q̃n

e

)
=

d
dt

{
1

∆⃗un
e

}
q̃n

e +

{
1

∆⃗un
e

}
d
dt

q̃n
e

(3.5.21)

であるから
d
dt

{
1

∆⃗un
e

}
=

(
d
dt
(q̃n

e +∆q̃n
e)−

{
1

∆⃗un
e

}
d
dt

q̃n
e

)
q̃n

e
∗

=

(
1
2

{
1

∆⃗un
e

}
q̃n

e

{
0

ω⃗n
n/e +∆ω⃗n

n/e

}
−
{

1
∆⃗un

e

}
1
2

q̃n
e

{
0

ω⃗n
n/e

})
q̃n

e
∗

=
1
2

{
1

∆⃗un
e

}
q̃n

e

{
0

∆ω⃗n
n/e

}
q̃n

e
∗

=
1
2

{
1

∆⃗un
e

}{
0

DCM [q̃n
e
∗]∆ω⃗n

n/e

}
≈ 1

2

{
0

DCM [q̃n
e
∗]∆ω⃗n

n/e

}
(3.5.22)

ここで
d
dt

{
1

∆⃗un
e

}
=

{
0

d
dt ∆⃗un

e

}
(3.5.23)

であるから

d
dt

∆⃗un
e =

1
2

DCM [q̃n
e
∗]∆ω⃗n

n/e

=
1
2

R00 R10 R20
R01 R11 R21
R02 R12 R22


q̃n

e

 1
re +h

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

∆ ˙⃗rn
e −

1

(re +h)2

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0

∆h


=

1
2(re +h)

−R10 R00 0
−R11 R01 0
−R12 R02 0


q̃n

e

∆ ˙⃗rn
e +

1

2(re +h)2

R10(ṙn
e)X −R00(ṙn

e)Y
R11(ṙn

e)X −R01(ṙn
e)Y

R12(ṙn
e)X −R02(ṙn

e)Y


q̃n

e

∆h

(3.5.24)

次に式 (3.3.39)についての誤差は
d
dt

∆h =−∆(ṙn
e)Z (3.5.25)

姿勢の誤差方程式

姿勢の方程式 (3.3.43)を誤差について線形化すると次のようになる。

d
dt
(q̃b

n +∆q̃b
n)≡

d
dt
(

{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n)

=
d
dt

{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n +

{
1

∆⃗ub
n

}
d
dt

q̃b
n

(3.5.26)
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であるから

d
dt

{
1

∆⃗ub
n

}
=

(
d
dt
(q̃b

n +∆q̃b
n)−

{
1

∆⃗ub
n

}
d
dt

q̃b
n

)
q̃b

n
∗

=

[
1
2

{
(

{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n)

{
0

ω⃗b
b/i +∆ω⃗b

b/i

}
−
({

0
ω⃗n

e/i +∆ω⃗n
e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e +∆ω⃗n

n/e

})
(

{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n)

}
−
{

1
∆⃗ub

n

}
1
2

{
q̃b

n

{
0

ω⃗b
b/i

}
−
({

0
ω⃗n

e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e

})
q̃b

n

}]
q̃b

n
∗

=
1
2

[
(

{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n)

{
0

∆ω⃗b
b/i

}
−
({

0
ω⃗n

e/i +∆ω⃗n
e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e +∆ω⃗n

n/e

})
(

{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n)

+

{
1

∆⃗ub
n

}({
0

ω⃗n
e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e

})
q̃b

n

]
q̃b

n
∗

=
1
2

[{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n

{
0

∆ω⃗b
b/i

}
q̃b

n
∗

−
({

0
ω⃗n

e/i +∆ω⃗n
e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e +∆ω⃗n

n/e

}){
1

∆⃗ub
n

}
+

{
1

∆⃗ub
n

}({
0

ω⃗n
e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e

})]
=

1
2

[{
1

∆⃗ub
n

}
q̃b

n

{
0

∆ω⃗b
b/i

}
q̃b

n
∗

−
{

0
∆ω⃗n

e/i +∆ω⃗n
n/e +2(ω⃗n

e/i + ω⃗n
n/e)× ∆⃗ub

n

}]

(3.5.27)

よって
d
dt

∆⃗ub
n =

1
2

{
DCM

[
q̃b

n
∗
]

∆ω⃗b
b/i −∆ω⃗n

e/i −∆ω⃗n
n/e −2(ω⃗n

e/i + ω⃗n
n/e)× ∆⃗ub

n

}
=

1
2

R00 R10 R20
R01 R11 R21
R02 R12 R22


q̃b

n

∆ω⃗b
b/i −Ωe/i

R01 −R00 0
R11 −R10 0
R21 −R20 0


q̃n

e

∆⃗un
e

− 1
2(re +h)

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

∆ ˙⃗rn
e +

1

2(re +h)2

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0

∆h

−

 0 −ω2 ω1
ω2 0 −ω0
−ω1 ω0 0


ω⃗n

e/i+ω⃗n
n/e

∆⃗ub
n

(3.5.28)
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誤差システム方程式

以上述べてきたことをまとめると次のようになる。

d
dt

∆x = A∆x+B∆u

≡


A00 A01 A02 A03
A10 A11 A12 A13
A20 A21 A22 A23
A30 A31 A32 A33




∆ ˙⃗rn
e

∆⃗un
e

∆h
∆⃗ub

n

+


B00 B01 B02
B10 B11 B12
B20 B21 B22
B30 B31 B32


 ∆⃗ab

∆ω⃗b
b/i

∆⃗gn

 (3.5.29)

ただし行列 A, Bは

A00 =−

 0 −ω2 ω1
ω2 0 −ω0
−ω1 ω0 0


2ω⃗n

e/i+ω⃗n
n/e

+
1

re +h

 ṙe
nZ 0 0
0 ṙe

nZ 0
−ṙe

nX −ṙe
nY 0

 (3.5.30)

A01 = 4Ωe/i

R21(ṙe
n)Y −R11(ṙe

n)Z R10(ṙe
n)Z −R20(ṙe

n)Y 0
R01(ṙe

n)Z −R21(ṙe
n)X R20(ṙe

n)X −R00(ṙe
n)Z 0

R11(ṙe
n)X −R01(ṙe

n)Y R00(ṙe
n)Y −R10(ṙe

n)X 0


q̃n

e

+2Ωe/i
2 (Rnormal +h)R01R22 +R02R21 −R00R22 −R02R20 0

R11R22 +R12R21 −R10R22 −R12R20 0
R21R22 +R22R21 −R20R22 −R22R20 0


DCM[q̃n

e ]

(3.5.31)

A02 =− 1

(re +h)2

 (ṙn
e)X (ṙn

e)Z
(ṙn

e)Y (ṙ
n
e)Z

−(ṙn
e)

2
X − (ṙn

e)
2
Y

−Ωe/i
2

R00R20 −R01R21
R10R20 −R11R21
R20R20 −R21R21


DCM[q̃n

e ]

(3.5.32)

A03 =−2

 0 −R02ab
0 −R12ab

1 −R22ab
2 R01ab

0 +R11ab
1 +R21ab

2
R02ab

0 +R12ab
1 +R22ab

2 0 −R00ab
0 −R10ab

1 −R20ab
2

−R01ab
0 −R11ab

1 −R21ab
2 R00ab

0 +R10ab
1 +R20ab

2 0


q̃b

n

(3.5.33)

B00 = DCM
[
q̃b

n
∗
]

(3.5.34)

B01 = 0 (3.5.35)

B02 = ∆⃗gn (3.5.36)

A10 =
1

2(re +h)

−R10 R00 0
−R11 R01 0
−R12 R02 0


q̃n

e

(3.5.37)

A11 = 0 (3.5.38)

A12 =
1

2(re +h)2

R10(ṙn
e)X −R00(ṙn

e)Y
R11(ṙn

e)X −R01(ṙn
e)Y

R12(ṙn
e)X −R02(ṙn

e)Y


q̃n

e

(3.5.39)

A13 = 0 (3.5.40)
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B10 = B11 = B12 = 0 (3.5.41)

A20 =
[
0 0 −1

]
(3.5.42)

A21 = A22 = A23 = 0 (3.5.43)

B20 = B21 = B22 = 0 (3.5.44)

A30 =− 1
2(re +h)

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 (3.5.45)

A31 =−Ωe/i

R01 −R00 0
R11 −R10 0
R21 −R20 0


q̃n

e

(3.5.46)

A32 =
1

2(re +h)2

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0

 (3.5.47)

A33 =−

 0 −ω2 ω1
ω2 0 −ω0
−ω1 ω0 0


ω⃗n

e/i+ω⃗n
n/e

(3.5.48)

B31 =
1
2

R00 R10 R20
R01 R11 R21
R02 R12 R22


q̃b

n

(3.5.49)

B30 = B32 = 0 (3.5.50)

である。

3.5.3 誤差観測方程式

観測方程式は式 (3.4.2)であるが、位置の表現として q̃n
e を用いている。その項のみを取り出すと

(q̃n
e)GPS = Iq̃n

e + vq̃n
e

(3.5.51)

であるが、今、システム方程式を計算することによって得られた推定値 ¯̃qn
e と真値 q̃n

e との誤差を式 (3.5.4)

の ∆⃗un
e で定義しているので

(q̃n
e)GPS ≈ I

{
1

∆⃗un
e

}
∗ ¯̃qn

e + vq̃n
e

=

{
1

−∆⃗un
e

}
¯̃qn
e + vq̃n

e

= ¯̃qn
e −


−q1 −q2 −q3
q0 q3 −q2
−q3 q0 q1
q2 −q1 q0


¯̃qn
e

∆⃗un
e + vq̃n

e

(3.5.52)
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である。すなわち q̃n
e についての誤差観測方程式は

(q̃n
e)GPS − ¯̃qn

e =−


−q1 −q2 −q3
q0 q3 −q2
−q3 q0 q1
q2 −q1 q0


¯̃qn
e

∆⃗un
e + vq̃n

e
(3.5.53)

である。

その他の観測量
( ˙⃗rn

e
)

GPS, (h)GPS もあわせると、誤差観測方程式は

z−Hx̄ ≡

 ˙⃗rn
e

q̃n
e

h


GPS

−

I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0


GPS


˙⃗rn
e

q̃n
e

h
q̃b

n


x̄

=−



I 0 0 0

0


−q1 −q2 −q3
q0 q3 −q2
−q3 q0 q1
q2 −q1 q0


¯̃qn
e

0 0

0 0 I 0


︸ ︷︷ ︸

≡H∆


∆ ˙⃗rn

e
∆⃗un

e
∆h
∆⃗ub

n

+ v

(3.5.54)

3.5.4 Time Update

Time Updateではシステム方程式 (2.6.2)でシステムの推定値を更新すると共に、システムの誤差共分

散行列 Pを Kalman Filterの式 (2.4.13)で更新する。この際に必要となる行列 Φ, Γは、誤差システム方
程式 (3.5.29)の行列 A, Bを連続系から離散系に変換する式 (2.5.4), (2.5.5)によって得られる。

誤差自体は誤差システム方程式 (3.5.29) で更新することは行わない。なぜなら誤差は Measurement

Updateが行われてはじめて推定が可能になるものであり、Time Updateにおける誤差の推定値 ∆x̄は

∆x̄ ≡ 0 (3.5.55)

だからである。

3.5.5 Measurement Update

Measurement Updateでは、まず Kalman Filterの式 (2.4.17)から Kalman Gain K を求める。この際に

求められる行列 H∆1 は誤差観測方程式 (3.5.54)による。すなわち

H∆1 ≡ H∆ =−



I 0 0 0

0


−q1 −q2 −q3
q0 q3 −q2
−q3 q0 q1
q2 −q1 q0


¯̃qn
e

0 0

0 0 I 0

 (3.5.56)
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であり、
K = P̄HT

∆1
(
H∆1P̄HT

∆1 +R
)−1

(3.5.57)

である。

さらに式 (2.4.16)からこのときの誤差の推定値 ∆x̂を求める。このときの観測量 zならびに行列 H∆2 は

観測方程式 (3.4.2)による。また、Time Updateにおける誤差の推定値 ∆x̄は前述のとおりゼロである。以

上をもって式 (2.4.16)は

∆x̂ ≡


∆ ˆ⃗vn

e
∆ ˆ⃗un

e
∆ĥ
∆ ˆ⃗ub

n


= K [z−H∆2 x̄]︸ ︷︷ ︸

誤差観測方程式における観測量

(3.5.58)

ただし

H∆2 ≡ H =

I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0

 (3.5.59)

である。

今、誤差の推定値 ∆x̂が得られたので、これを用いて状態量の推定値 x̄を修正する。Quaternion q̃の誤

差がベクトル ∆⃗uであらわされていることに注意すると、更新された状態量 x̂は

ˆ⃗x ≡


ˆ⃗̇vn
e

ˆ̃qn
e

ĥ
ˆ̃qb
n



=



¯⃗̇vn
e −∆ ˆ⃗̇vn

e{
1

∆⃗un
e

}
∗ ¯̃qn

e

h̄−∆ĥ{
1

∆⃗ub
n

}
∗ ¯̃qb

n


(3.5.60)

となる。

最後にシステムの誤差共分散行列 Pを Kalman Filterの式 (2.4.23)で更新する。このときに必要とされ

る行列 H∆3 は誤差観測方程式 (3.5.54)による。すなわち

P̂ = [I −KH∆3] P̄ (3.5.61)

ただし
H∆3 ≡ H∆1 ≡ H∆ (3.5.62)

以上をもって状態量の更新ならびに誤差共分散行列 Pの更新が行われた。
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3.6 実用上の付記

いままで本研究で用いる INS/GPSのアルゴリズムを述べてきたが、実際にこのアルゴリズムを適用す

るにあたってのいくつかの注意点を本節では述べる。

3.6.1 Time Updateと Measurement Updateのタイミング

Time Updateは慣性センサ、すなわち加速度計とジャイロから値を取り出した際に行う処理である。つ

まり Time Updateはサンプリング周期ごとに値をサンプルし、その後すぐに Time Updateの処理を行う

ことが可能となる。

一方の Measurement Update は GPS の観測量が得られた際に行う処理である。GPS の観測量として

GPSが出力する速度や位置を用いているが、現実問題として考えると GPS内部で多少の処理時間を要す

る。リアルタイム処理を行う場合はこの点に注意しなければならない。このような場合は参考文献 [5]の

10.5節 “Delayed measurements and synchronzation error”等に遅れて得られた観測量をどのように処理す

ればよいかが書かれている。しかし、今回は問題を単純にするためオフライン処理、あるいは理想的な

GPSを仮定し、GPSの観測量は即座に得られるみのとして処理している。

3.6.2 初期化について

使用開始時から高精度が求められる航空宇宙用途の INS/GPS では、参考文献 [1] の第 11 章 Inertial

Navigation System Ground Alignmentにあるように、装置を静止状態におき状態量の初期値を決定する。

この操作は Coarse Alignment、Fine Alignmentと呼ばれる操作であり、数分間の計算後、きわめて正確に

状態量の初期値を決定することが可能である。

しかしながら、この操作は地球の自転が得られるような極めて精度の高いジャイロを前提としたもので

あって、今回研究対象としているようなMEMSのジャイロでは行うことができない。そこで極めて簡易

的な初期化を行うことにした。

まず装置を GPS が使用可能かつ静止している状態におく。これによって初期化時の速度 ˙⃗rn
e は 0 とな

る。また位置については、GPSから緯度・経度・高度が得られるので、それを位置 q̃n
e , hの初期値とする。

このとき Azimuth 角 α は 0 とする。最後に加速度計で重力方向を見ることにより、ロール Φ ならびに
ピッチ Θを決定することができる。このときのヘディング α +Ψを仮に 0とすれば姿勢 q̃b

n を決定する

ことができる。

さらに静止状態での値が決定された後に、はじめて動き出す際の GPSの速度ベクトルの水平方向上の

向きをヘディングの初期値とする。すなわち

(α +Ψ)0 = arctan
vE GPS

vN GPS
(±π whenvN < 0) (3.6.1)

とする。これは動き始めた際には横滑りがない状態、つまり速度方向と対象物体の正面の向きが一致して

いる可能性が高いという経験則から導入したものである。

以上をもって位置、速度、姿勢の全てが初期化された。このような簡易的な方法で初期化を行っても時
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間を経過するごとに Kalman Filter による修正によって真値に近い値に収束することが予測されるので、

実用上問題がないと思われる。また、汎用的に使用することを考えると、初期化の時間は短ければ短いほ

どよいと考えられるため、この初期化の方法は望ましいものだと考えられる。

3.6.3 誤差共分散行列の設定

入力の誤差共分散行列 Qならびに観測量の誤差共分散行列 Rを如何に設定するかは Kalman Filterの性

能を大きく左右するため非常に重要である。またシステムの誤差共分散行列 Pの初期値も Kalman Filter

の収束に関わるため重要である。ここではこれらの設定方法について述べる。

まず Qについてはセンサを観測することによって定めた。具体的にはセンサを短時間静止状態におき

短時間観測、その出力値の分散を Qの対角成分として定めた。Qについて重力に関係する項もあるが、こ

れについては重力はほぼ変化しないと考え非常に小さな値を対角成分に設定した。

また Rについては GPS受信機が出力する DOPや速度誤差などの誤差情報を利用して定めた。

Pの初期値については対角成分で適当に大きな値とした。これは今回提案するシステムでは使用開始当

初から正確な推定を期待できないため、多少 Kalman Filterの収束が遅くなっても、初期のシステム誤差

を多めに見積もっておく、つまりは Pを大きめに設定しておく方がよいと考えたためである。

3.6.4 慣性センサのバイアス変動推定

本研究で用いる INS/GPSアルゴリズムは計算負荷を軽くするため、センサの誤差を入力誤差の項にい

れるに留めたが、多くの既存 INS/GPSシステムでは慣性センサ、すなわち加速度計やジャイロのバイア

ス変動を推定し、センサ誤差の一部を状態量に組込むことが常となっている。ここでは今まで述べてきた

INS/GPSアルゴリズムにバイアス変動推定機構を組込む方法を述べる。

まずバイアス xbias の変動は、参考文献 [1]の第 6章 Navigation Sensor Modelsによると、経験的に以下

の式のようにモデル化されることが知られている。

d
dt

xbias =−βxbias +wbias(t) (3.6.2)

ここで wbias(t)はホワイトノイズであり

E [wbias(τ)wbias(t)] = Nδ (τ − t) (3.6.3)

またバイアス xbias とホワイトノイズ wbias(t)に時間的相関は全くなく

E [xbiaswbias(t)]≡ 0 (3.6.4)

という関係が成立している。

詳しくは参考文献 [1]に譲るが、このモデルでは時刻 t におけるバイアスの分散を解析的に求めること

ができ

E
[
xbias

2]= e−2β tE
[
xbias

2]
t=0 +

N
2β

[
1− e−2β t

]
(3.6.5)

となる。すなわち現実の慣性センサをこのモデルでモデル化するには、長時間静止させた結果観測される

バイアス変動から β と N を求めればよいことがわかる。
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ところで、このモデルをバイアス変動の真値として採用すると、バイアスの推定値 x̄bias とある時点で

の最も確からしいバイアスの推定値 x̂bias の関係は、ホワイトノイズを直接観測することはできないので

d
dt

x̄bias =−β x̂bias (3.6.6)

となる。すなわち解析的に解くと
x̄bias = x̂bias e−β t (3.6.7)

として計算できる。

またバイアスの真値と推定値の誤差 ∆xbias を考えると

d
dt

∆x̄bias ≡
d
dt

x̄bias −
d
dt

xbias

=−β x̂bias − (−β x̂bias +wbias(t))

=−β (x̂bias − xbias)−wbias(t)

=−β∆x̂bias −wbias(t)

(3.6.8)

であり、慣性センサの誤差はホワイトノイズとバイアス変動によってもたらされていると考えると、加速

度計の出力誤差 ∆⃗ab は
∆⃗ab ≡ ∆⃗ab

WN + ∆⃗ab
bias (3.6.9)

となり、ジャイロの出力誤差 ∆ω⃗b
b/i は

∆ω⃗b
b/i ≡ ∆ω⃗b

b/iWN +∆ω⃗b
b/ibias (3.6.10)

となる。ただし
d
dt

∆⃗ab
bias =−βa⃗b

bias
∆⃗ab

bias − w⃗a⃗b
bias

(3.6.11)

d
dt

∆ω⃗b
b/ibias =−βω⃗b

b/ibias
∆ω⃗b

b/ibias − w⃗ω⃗b
b/ibias

(3.6.12)

である。

以上をまとめるとバイアス変動を考えた場合の誤差システム方程式の状態量 ∆x′ は

∆x′ =



∆ ˙⃗rn
e

∆⃗un
e

∆h
∆⃗ub

n
∆⃗ab

bias
∆ω⃗b

b/ibias

 (3.6.13)

また入力 ∆u′ は

∆u′ =


∆⃗ab

WN
∆ω⃗b

b/iWN

∆⃗gn

w⃗a⃗b
bias

w⃗ω⃗b
b/ibias

 (3.6.14)
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となり、システム方程式の入力とバイアスの関係が

d
dt

x = f




˙⃗rn
e

u⃗n
e

h
u⃗b

n

 ,
 a⃗b + a⃗b

bias
ω⃗b

b/i + ω⃗b
b/ibias

g⃗n


 (3.6.15)

であることから、推定値誤差システム方程式は

d
dt

∆x′ = A′∆x′+B′∆u′

=


A

B00 B01
B10 B11
B20 B21
B30 B31

0
−βa⃗b

bias
0

0 −βω⃗b
b/ibias





∆ ˙⃗rn
e

∆⃗un
e

∆h
∆⃗ub

n
∆⃗ab

bias
∆ω⃗b

b/ibias

+
[

B 0
0 I

]


∆⃗ab
WN

∆ω⃗b
b/iWN

∆⃗gn

w⃗a⃗b
bias

w⃗ω⃗b
b/ibias


(3.6.16)

また誤差観測方程式は

z−H ′x̄′ ≡

 ˙⃗rn
e

q̃n
e

h


GPS

−
[

H 0
]


˙⃗rn
e

q̃n
e

h
q̃b

n
a⃗b

bias
ω⃗b

b/ibias


x̄

=
[

H∆ 0
]


∆ ˙⃗rn
e

∆⃗un
e

∆h
∆⃗ub

n
∆⃗ab

bias
∆ω⃗b

b/ibias

+ v

(3.6.17)

各記号 A, B, H, H∆ は誤差システム方程式 (3.5.29)、誤差観測方程式 (3.5.54)のものである。

以上、バイアス変動の式 (3.6.7)、並びに新たな誤差システム方程式、誤差観測方程式が導出されたの

で、これを 3.5.4節ならびに 3.5.5節で述べた更新を行えばよい。

3.6.5 非線形性と Kalman Filter

今回 INS/GPSを構成するにあたりシステム方程式とした INSが非線形方程式であった。そのためシス

テム方程式には、Externded Kalman Filterに倣った線形化を施し Kalman Filterを適用したが、この非線

形性の強弱がフィルタリング問題と強く関わっていることが参考文献 [9]などで言われている。この参考

文献の中で、非線形性が強い対象に対して、例えばレーザートラッキングなどの問題については近年開発

された Sigma Point Kalman Filter、その亜種である Unsented Kalman Filterなどの、より高次項までの平

均、分散推定を行うアルゴリズムが有効だとされる。実際、INS/GPSでも Unsented Kalman Filterを導入

した研究は参考文献 [10]などに見られる。また非線形問題を別のアプローチから解決しようとニューラ

ルネットワークを利用したものも参考文献 [11]などに存在する。
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しかしながら、先の参考文献 [9] による限りでは、世の中の数ある非線形問題の中で INS/GPS は比

較的弱い非線形性をもち Extended Kalman Filter でも十分に性能を発揮できることが示されている。ま

た、Unsented Kalman Filter は計算負荷が大きくなることが知られている。そこで本研究では Extended

Kalman Filterでも十分な性能を得られると確信し用いることとした。
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第 4章

数値シミュレーション

本章ではコンピュータを用いて行った数値シミュレーションについて述べる。

シミュレーションを行うのは、より厳しい環境である実機による実験を行う前に、まず理想的な環境に

おいて本手法が実際にどの程度の精度を有するのか、そして最終目的である汎用的利用が可能であるかを

見極めるためである。加えて、シミュレーションに引続き次章で実際の実機による実験をおこなっている

が、その実機による結果を論理的に解析するにはシミュレーションの結果と付け合せることが肝心であ

る。さらにはこのシミュレーションで慣性センサのモデリングを行っているが、どの程度の精度をもつセ

ンサによってシステム全体でどの程度の精度が得られるかといった実機では判断が難しい予測も立てるこ

とができる。以上の点でシミュレーションを行うことは大変重要であると考える。

このような考えのもと、数値的に求めた仮想的なMEMS慣性センサ、および GPSの出力を前章で求め

た INS/GPSアルゴリズムに適用するシミュレーションを行い、提案した手法の精度について論じた。以

下、本シミュレーションで用いた慣性センサのモデル、並びに行ったシミュレーションの種類に応じてそ

の条件、結果、考察を順に述べていく。

4.1 MEMS慣性センサのモデリング

本研究で用いる INSを構成するMEMS慣性センサであるが、それを次に示すとおり 2通りのモデルを

作成した。

4.1.1 慣性センサモデル 1: 単純なホワイトノイズのみの場合

慣性センサのモデルとして単純なホワイトノイズのみを考えた極めて理想的なセンサも模擬したモデル

である。ホワイトノイズは時間が変化しても時間とは無関係に加わるノイズであり、Kalman Filterがま

さに想定しているノイズである。そのため、事前にそのノイズ特性が正しく測定できている必要があるも

のの、Kalman Filterによるノイズ除去が期待される。

慣性センサのホワイトノイズ (σWN)は通常次式であらわされる。

σWN = σ1Hz
√

f (4.1.1)

ここで σ1Hz は、ある状態で静止している慣性センサの出力値を非常に高いサンプリング間隔でデータを
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取得し、それを 1Hzで平均化したときに発生するホワイトノイズの標準偏差である。また f はセンサの

出力値を取得するサンプリング周波数である。つまりサンプリング周波数が高ければ高いほど出力値にホ

ワイトノイズが加わることを示している。

ここでは市場に数多く流通している MEMS慣性センサである Analog Device社製の MEMS加速度計

(製品名 ADXL103)、MEMSジャイロ (製品名 ADXRS150)を用いることとした。これらのセンサのホワ

イトノイズは、カタログスペックから

(σWN 1Hz)accelerometer ≡ (σ1Hz)ADXL103 = 110[µg]≈ 10−3[m/s2]

(σWN 1Hz)gyro ≡ (σ1Hz)ADXRS150 = 0.05[◦/s]≈ 10−3[rad/s]

である。真値に対してこれらの値を用いたホワイトノイズを加えたものを慣性センサモデル 1とする。図

4.1に慣性センサモデル 1の処理過程を示す。

+真値

ホワイトノイズ

センサ出力値

図 4.1: 慣性センサモデル 1

4.1.2 慣性センサモデル 2: ジャイロのランダムドリフトを考慮した場合

慣性センサモデル 2では慣性センサモデル 1で考慮したホワイトノイズに加え、ジャイロのランダムド

リフトを考慮した現実の慣性センサにより近いモデルである。

ランダムドリフトとは時間に依存した過程であり、慣性センサに限った話で言えばバイアス成分、すな

わちゼロ点が変動する過程である。INS/GPSアルゴリズムのバイアス変動除去に関して記した 3.6.4節で

示したとおり、慣性センサのバイアス成分 xbias は以下の式でよくモデル化されることが知られている。

d
dt

xbias =−βxbias(t)+w(t) (4.1.2)

ここで β は定数であり、 w(t)は以下の関係を満たすホワイトノイズである。

E[w(t)w(τ)] = Nδ (t − τ) (4.1.3)

これを離散系に変換すると
xbias k+1 =−βxbias k ∆t +

√
Nuk+1 ∆

√
t (4.1.4)

となる。ここで uk+1 は単位ホワイトノイズ、すなわち偏差が 1のホワイトノイズである。

通常ランダムドリフトの効果は加速度計に比べジャイロで大きいので、ジャイロに対してのみランダ

ムドリフトを考慮することにした。また慣性センサモデル 1 と同様に MEMS ジャイロとして Analog

Devices 社製の MEMS ジャイロ (製品名 ADXRS150) を仮定した。しかしながらカタログにはランダム

http://www.analog.com/
http://www.analog.com/jp/prod/0,2877,ADXL103,00.html
http://www.analog.com/en/prod/0,2877,ADXRS150,00.html
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ドリフトのスペックが記されていないので、実機を計測することによりランダムドリフトの定数 (β なら
びに

√
N)を決定することにした。

以上より慣性センサモデル 2のジャイロでは図 4.2のようになる。

+真値

ホワイトノイズ

センサ出力値

-β

+ホワイトノイズ

時間に関係する過程

図 4.2: 慣性センサモデル 2におけるジャイロの処理過程図

定数の決定方法は以下の手順を踏んだ。

1. センサを 1時間静止状態に置いたまま、100Hzでサンプリングを行う。この際外部環境も温度がか

わらないようにするなどして外乱の影響を極力排除する。

2. Allan Varianceを用いて計測データを処理し、計測データからホワイトノイズとランダムドリフト

を区別できるようにする。

3. 定数 β、
√

N を決定したセンサモデルを作成し、静置状態に置いたとしてそのモデルから 100Hz

でサンプリングを行う。

4. 3でサンプリングしたデータに対して 2同様 Allan Varianceをとる。

5. 2と 4の Allan Varianceの傾向が一致するまで 3、4を繰り返す。

Allan Variance についての詳細は付録 F で述べるが、一定のサンプリング間隔ごとに分散をとることに

よってデータの時間に依存する部分を定性的にみることが可能になる手法である。

これより慣性センサモデル 2におけるジャイロのランダムドリフトの定数 βGyro、
√

NGyro は以下のと

おり決定した。

βGyro = 0.016
√

NGyro = 0.00008 [rad/s]

図 4.3、図 4.4はそれぞれ ADXRS150実機、ならぴに慣性センサモデル 2のジャイロの静置状態にお

ける Allan Varianceである。縦軸はサンプリング時間間隔、横軸は Allan Varianceである。図 4.3、図 4.4

は時間間隔が大きい部分でよく一致していることから、このモデルはランダムドリフトをよく実機により

近いものになったと考えることができる。時間間隔が小さい部分では再現性に多少の問題があるが、これ

は実機には Low Pass Filterが入っているためであると推測される。本シミュレーションではランダムド
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リフトの効果について重きをおいているのでこれは問題にはならないと考えられる。また図 4.5は慣性セ

ンサモデル 1の Allan Varianceであるが、ランダムドリフトを考慮していない分、サンプル時間間隔が大

きい部分で一致していない。

ADEV

Line Fit 

Lower Bound

Upper Bound

ADXRS150

Allan STD DEV

Produced by AlaVar 5.2

τ
 0.01   0.1     1    10   100

σ(τ)

0.0001

0.001

図 4.3: ADXRS150の Allan Variance

4.2 水平定常旋回シミュレーション

姿勢が一定で水平面上を一定速度で旋回運動する物体に、提案した航法システムを取り付けた場合のシ

ミュレーションを行った。このような軌道を仮定したのは水平定常旋回という運動が航法装置にとっては

過酷な条件であるためである。なぜなら定常旋回飛行を行うことによって、対象には重力の他に定常的な

遠心力が観測される。つまり重力と遠心力を加えた “みかけの重力”が発生している状態であり、地球で

の航法を行うにあたって姿勢を把握するのに非常に重要なリファレンスである重力方向を利用することが

できない。

またこの軌道は小型の UAVの飛行軌道を模擬したものである。序章でも述べたとおり、現在 UAVでは

本研究で提案するような小型軽量で精度が高い航法システムが求められており、格好の対象だといえる。

4.2.1 条件

シミュレーションは次の条件下で行った。

• 水平等速旋回軌道
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図 4.4: 慣性センサモデル 2のジャイロの Allan Variance
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図 4.5: 慣性センサモデル 1のジャイロの Allan Variance
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半径 100mの円上を 1周 120秒で水平等速旋回飛行する。全部で 5周、600秒間のシミュレーショ

ンを行った。シミュレーション開始時において既に水平定常旋回飛行をしているものとし、終了時

までこの飛行を維持するものとする。このとき機速は 100[m]×2π/120 [sec]≈ 5[m/s]で、実際の

UAVの飛行速度に近い速度である。

• アルゴリズム
GPSの補強はなしで慣性センサによる INSのみ、ならびに前章で述べた INS/GPSアルゴリズムの

両方で行った。

• 慣性センサ
慣性センサは前節で述べた 2つのモデルを利用した。また実際の慣性センサには温度によるドリフ

ト効果や他軸相関、ミスアライメントなど様々な誤差要因が存在するが、これらは十分なキャリブ

レーションを行うことによってある程度除去であると考え、上のモデルで考えたノイズ意外は別段

考慮しないものとする。対象物体との取付けは進行方向を X軸とし、Z軸が下向きになるよう取付

けたものとする。

• GPS受信機

GPSは民生用の GPS受信機を模擬し、 1Hzで 3次元の位置情報、3次元の速度情報が得られるも

のとする。精度は真値に対して水平面上で約 20m、高度で約 30m、速さで約 1m/s、速度方向で約

5◦ のホワイトノイズを含むものとした。この値は実際の民生用 GPS受信機の精度に比べ多少悪い

(実際は位置精度で 10m程度だといわれる)が、シミュレーションを行う上で多少条件を悪く設定

しておくのは特に問題がないと考え、このような設定とした。基本的には常に GPS衛星が 4衛星

以上可視で、INS/GPSアルゴリズムにおける GPS受信機の出力は常に使用可能であるとした。

• 初期化
初期化は位置、速度の初期値については 3.6.2節で述べた方法にならい GPSから取得した。姿勢の

初期値についてはシミュレーション開始時で既に飛行してしまっているので真値で代用した。

• 誤差共分散行列　 Q、 R

INS/GPSの Kalman Filterにおける誤差共分散行列 Q、Rはそれぞれセンサ、GPSのホワイトノイ

ズの分散が計測できたものとして、その値を用いることにした。慣性センサモデル 1と慣性センサ

モデル 2ではこれらの値は同じである。

4.2.2 結果ならびに考察

全部で 5周分のシミュレーションを行ったが、まず 1周目の結果について示す。図 4.6、図 4.7、図 4.8

はそれぞれ 1周目の位置履歴、速度履歴、姿勢履歴を表わしている。なお今後の図において判例の括弧内

のModel1、Model2の表記は、それぞれセンサモデル 1、センサモデル 2による結果である。

位置履歴から明らかなように、センサモデル 2 は勿論のことセンサモデル 1 であっても、INS のみで

は正しく 1周分の履歴を計算できていない。これは MEMS慣性センサの性能を如実にあらわしており、

1周、すなわち 120秒程度といった短時間の使用でも INSとして機能できないほど性能が悪いことを表

わしている。実際の慣性センサではこれにさらに温度ドリフトや取付け誤差、といった別の誤差要因が
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図 4.6: シミュレーション位置履歴 (1周)

加わることも考慮にいれると安価なMEMS慣性センサのみで航法計算を行うのは不可能であると考えら

れる。

それに対して GPSの補強をいれた INS/GPSアルゴリズムでは性能が悪いMEMS慣性センサであって

も 1周分の履歴を正しく算出していることがわかる。特に GPS受信機から全く直接的な補正が得られな

い姿勢については非常によく真値に近い推定結果を算出しており、また GPS受信機単体の誤差が標準偏

差にして 30mと大きい高度であってもよく推定できている。

INS/GPSアルゴリズムにおいてセンサモデル 1とセンサモデル 2の結果を比較してみると、前者が後

者に比べ優れていることが位置履歴などから読み取れる。これは事前の予想どおりであり、用いたアルゴ

リズムが前者にはなく後者にのみあるジャイロのランダムドリフトの効果を考慮していないことによるも
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図 4.7: シミュレーション速度履歴 (1周)
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図 4.8: シミュレーション姿勢履歴 (1周)

のと考えられる。しかしながら後者であっても推定結果は発散することなく真値に近い値に収束しようと

していることがわかる。このランダムドリフトの効果は時間に依存する効果であり、次に述べるより長

時間の結果であるシミュレーション全体の結果、つまり 5 周分の結果からより確かなことがいえるであ

ろう。

次にシミュレーションの全体である 5 周分の結果を示す。1 周目で既に真値から離れてしまった INS

のみの結果についてはここでは省略する。図 4.9、図 4.10、図 4.11はそれぞれ 5周分の位置履歴、速度履

歴、姿勢履歴を表わしている。

全ての履歴から明らかなようにセンサモデル 1、センサモデル 2のどちらであっても、INS/GPSアルゴ

リズムによる結果は発散することなく真値に近い推定値を算出していることが見て取れる。また 1周目の

履歴から得られたセンサモデル 1による結果がセンサモデル 2よりも優れている性質は、ここでも各履歴

から見て取れる。

Kalman Filterの性質として、モデル化されていない強力なノイズがシステムに加わった場合、推定値が

発散する性質がある。しかしながら、センサモデル 2に対しても INS/GPSアルゴリズムによる推定結果

は発散していないことから、MEMS慣性センサのランダムドリフトは性能を悪化させるものの、フィル

タを発散させるほど強力なものではないと考えられる。このことは提案するシステムの信頼性を考える上

で非常に重要な点であり、精度が悪化しても計算負荷を低く抑えたいという要望がある場合には、提案し

た INS/GPSアルゴリズムのようにホワイトノイズ以外のノイズを考慮せずとも十分であるということが

できるだろう。



第 4章 数値シミュレーション 59

 2566

 2568

 2570

 2572

 2574

 2576

 2736  2738  2740  2742  2744  2746  2748  2750  2752  2754

la
tit

ud
e 

[3
5.

 s
ec

]

longitude [139. sec]

100m True Start

Sim Start

Unclockwise turning

True
Sim INS/GPS(model1)
Sim INS/GPS(model2)

-100

-50

 0

 50

 100

 0  100  200  300  400  500  600

A
lti

tu
de

 [m
]

Time [sec]

True
Sim INS/GPS(model1)
Sim INS/GPS(model2)

図 4.9: シミュレーション位置履歴 (5周)

このことをバイアス変動の式 (4.1.2)を解析的に解いて考察してみる。参考文献 [1]によると、ある時刻

t とそこから τ だけ経過したときのバイアス xbias の分散は

E
[
x2

bias (t + τ)
]
= e−2βτ E

[
x2

bias (t)
]
+

N
2β

[
1− e−2βτ

]
(4.2.1)

となる。しばらく時刻が経過し、定常状態になった際 ( β ̸= 0なら定常状態になる)には

E
[
x2

bias (t + τ)
]
= E

[
x2

bias (t)
]
=

N
2β

(4.2.2)

となる。いま具体的にセンサモデル 2のバイアス変動で用いた値 β = 0.016、 N = 0.00008を代入してみ
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図 4.10: シミュレーション速度履歴 (5周)
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図 4.11: シミュレーション姿勢履歴 (5周)

ると

σ2
bias gyro ≡ E

[
x2

bias gyro
]
=

√
Ngyro

2

2β
=

(0.00008)2

2∗0.016
= 2.0×10−7 [rad2/sec2] (4.2.3)

よってジャイロのバイアス変動による検出角速度の標準偏差は

σbias gyro =
√

2.0×10−7 ≈ 4.4×10−4 [rad/sec] (4.2.4)

である。ところでジャイロを 5 秒間観測し平均した際のホワイトノイズによる検出角速度の標準偏差

(σWN 0.2Hz)gyro は
(σWN 0.2Hz)gyro ≡ (σWN 1Hz)gyro

√
0.2Hz

= 10−3
√

0.2 =
√

2.0×10−7

= σbias gyro

(4.2.5)

であり、σbias gyro と同じ程度の強さになっている。この 5 秒という時間間隔は Kalman Filter の Time

Updateや Measurement Update、すなわち慣性センサのサンプリングに伴う更新や GPSの観測による更

新タイミングよりも十分に遅い。これによってフィルタの内部ではバイアス変動による効果を区別できな

いものの、フィルタが発散する程大きな影響を及ぼしてはいないと考えられる。逆にもし σbias gyro が大き

く、より時間間隔が短い (σWN f Hz)gyro に等しい場合は、ホワイトノイズによる効果とバイアス変動によ

る効果がフィルタ内で同程度効果をもつことになり、モデル化されていないバイアス変動によってフィル

タは発散する可能性がでてくると考えられる。
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4.3 バイアス変動推定の有無による違い

先の水平定常旋回シミュレーションの結果を受けて、元の INS/GPSアルゴリズムと 3.6.4節で示したバ

イアス変動推定を行う INS/GPSアルゴリズムの比較を行った。

4.3.1 条件

シミュレーションの条件は前節の条件とほぼ同じである。以下に変更点のみ記す。

• 慣性センサ
ランダムドリフトを考慮したセンサモデル 2のみを使用する。

• アルゴリズム
前節で用いたバイアス推定がない元々の INS/GPSアルゴリズムと、それに対して 3.6.4節で示した

バイアス変動推定機構を組み込んだ INS/GPSアルゴリズムの 2種類。

4.3.2 結果ならびに考察

図 4.12、図 4.13、図 4.14に 5周分の位置履歴、速度履歴、姿勢履歴を示す。

水平面上の履歴から明らかなように、バイアス変動を推定することによってセンサモデル 2 の場合で

あってもよい結果が得られていることがわかる。これによって 3.6.4節で述べたバイアス変動推定アルゴ

リズムの効果を示すことができた。

ここで一点注記をしておくと、バイアス変動推定アルゴリズムにおいて、β や
√

N を設定する必要があ

るが、β をセンサモデル 2で用いた値と同じ値、すなわち 0.016に設定するとフィルタが発散してしまっ

た。そのため、図に示した結果では β を大きめにとり β = 0.1とした。これは先述したバイアス変動の効

果の式 (4.2.2)から明らかなように、β は分散値を設定する際に分子として働くので、β を小さく設定す
ると、バイアス変動の効果によってもたらされる分散が大きくなりすぎてしまい、発散に繋がったのだと

思われる。β を大きめにとったことを多少補うため、
√

N についてもセンサモデル 2で決めた値 0.0008

よりも多少大きめにとり、
√

N =
√

0.00032とした。

4.4 Euler角アルゴリズム、単純線形化アルゴリズムとの比較

前章で本研究で用いた INS/GPSアルゴリズムを説明する際に、他の一般的なアルゴリズムについて触

れた。ひとつは位置にオイラー角を用いたアルゴリズム (詳細は D章)であり、ひとつはシステム方程式

は同じだが誤差システム方程式が単純線形化で作られているアルゴリズム (詳細は E章)である。ここで

は本研究で用いたアルゴリズムとそれらの違いをシミュレーションで検証した結果を記す。

<<後で付け足す>>
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図 4.12: シミュレーション (バイアス変動推定付き)位置履歴 (5周)

4.5 まとめ

数値シミュレーションを通して本研究で用いた手法の有効性を確認した。現実的な問題に即するには慣

性センサや GPSのモデル化が妥当なものであるか検証を行う必要があるが、それが妥当であるという仮

定のもとでは以下のことが具体的な結論として挙げられる。

• 精度の低いMEMS慣性センサを用いても、民生用 GPS受信機と組合せて INS/GPSを構成するこ

とによって十分な精度を有する航法装置を構成可能であることが示せた。
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図 4.13: シミュレーション (バイアス変動推定付き)

速度履歴 (5周)
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図 4.14: シミュレーション (バイアス変動推定付き)

姿勢履歴 (5周)

• MEMS慣性センサのモデルとしてランダムドリフトを行うものを利用したが、ランダムドリフト

の効果は精度を落とす程度に留まり、本研究で用いた INS/GPSアルゴリズムを発散させるほどの

脅威は持たないことが明らかと成った。

• バイアスを推定するアルゴリズムを用いることによってより高い精度で推定を行うことが可能で
ある。

このシミュレーションの結果を踏まえ、実際にプロトタイプを作成することによって本システムの有効

性を検証した。次章ではその実機試験について述べていく。
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第 5章

実機試験

本研究で提案した INS/GPS システムが精度的に成立しうるものであることは前章の数値シミュレー

ションによって示されたが、実際に提案したシステムが有効であるかを検証するには、実物を作り評価す

るのが最も確実な手段である。そこで、実際にMEMSセンサや民生用 GPSを利用してプロトタイプを作

製し、市販の INS/GPS装置ならびに高精度 INS/GPS装置との比較実験を行った。また、比較実験を行う

前にいくつかの較正作業を行った。これは精度を求めるためには、現実の慣性センサに存在する問題をで

きるだけ取り除き、理想的なセンサに近づける必要があるためである。本章ではその実機試験について、

作成したプロトタイプの詳細、較正作業、比較実験について順に述べる。

なお比較実験は全部で 3回行ったが、較正作業を行ったのは 2006年 3月末であり、時系列の関係から

初回の実験は較正を行わない状態での結果である。また初期の 2回の実験では比較対象とした機器の精度

があまり高くない為、詳細な比較を行うことを避け、定性的な議論のみを行ったことをここに注記する。

5.1 作成したプロトタイプ

提案手法を検討するために実際にMEMS慣性センサや民生用 GPSを用いて INS/GPSプロトタイプを

作成した。プロトタイプについて、外観を図 5.1、構成図を図 5.2、構成詳細を表 5.1にあげる。

使用したMEMS慣性センサならびに GPS受信機は非常に小型、軽量である。図 5.3、図 5.4、図 5.5に

使用したMEMS加速度計、MEMSジャイロ、GPS受信機の外観を示す。

プロトタイプには慣性センサとして、3 軸 1 パッケージの MEMS 加速度計が 1 個、ならびに 1 軸 1

パッケージのMEMSジャイロが 3個搭載されている。これらは全て直交する必要があるため、立方体を

した木材ブロックの各面に取り付けることによってできる限り直角をだした。なお、後で述べる較正作業

において取付け誤差は補正されるため、ここでの取付けはおおまかに直角がでてればよいと考えられる。

センサの出力については、両慣性センサともアナログ電圧でデータを出力するため、AD変換機を通して

デジタルデータに変換している。慣性演算は 100Hzで行うことを予定していたため、AD変換機はサンプ

リング周波数が低くとも量子化誤差が少なく精度が高いものを選定することにした。選定した結果、∆Σ
タイプの 24bit AD変換機を採用した。またジャイロが出力する温度も AD変換機を通して取得すること

にした。これは後で述べる較正作業において行った温度補正を行うためである。利用したMEMS慣性セ

ンサの単価は 1個あたり実売で数千円程度であり、様々な民生機器に利用されているものである。
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図 5.1: プロトタイプ外観
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図 5.2: プロトタイプ構成図
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表 5.1: プロトタイプ構成詳細
構成機器 説明

加速度計 STMicro LIS3L02AS4 1個

(3軸 1パッケージ, MEMS)

ジャイロ AnalogDevices ADXRS150 3個

(1軸 1パッケージ, MEMS)

温度センサ ジャイロに内蔵のもの

GPS u-blox TIM-LA 1個

(民生用 L1電波受信 GPS, 4Hz出力)

A/D変換機 AnalogDevices AD7739

(100Hz, 24bit変換)

データ処理 USBで PCと接続

サイズ 100×100×10mm以下 (PC,構造部材を除く)

重量 30 g以下 (PC,構造部材を除く)

価格 約 3万円

図 5.3: MEMS加速度計 (LIS3L02AS4) 図 5.4: MEMSジャイロ (ADXRS150)

図 5.5: プロトタイプで用いた GPS受信機 (TIM-LA)



第 5章 実機試験 67

プロトタイプの GPS 受信機は、L1 電波を受信しコード測位を行う一般的な民生用受信機である。図

5.3、図 5.4 に使用した GPS 受信機の外観を示す。特徴的なのは位置や姿勢といった処理された情報に

加え、デルタレンジやドップラー周波数といった下位の処理情報、ならびに搬送波位相や信号強度と

いった生データを出力することが可能である。これらの下位情報は後で専用ソフトウェアで処理するこ

とによって、より精度の高い情報を抽出することが可能である。またもうひとつの特徴として測位を最

大 4Hz で行うことが可能であり、今回はその最大頻度である 4Hz でデータを取得した。出力はすべて

UART(Universal Asynchronous Receiver Transmitter) 方式で行われ、今回は 57600bps で通信を行った。

アンテナにはMCXコネクタ接続の小型アクティブアンテナを利用した。アンテナを設置する際は電位を

安定化させるために 10 cm角の銅版の上に設置した。価格は受信機単体で実売で 1個 1万円程度であり、

アンテナは 3千円程度であった。

AD変換された慣性センサ出力や温度データ、ならびに GPSの出力データは全て USBを処理すること

ができるマイコンに集められ、PCに転送される。このマイコンは PCと USBで接続され USBスレーブ

デバイスとして機能する。規格としては USB 1.1 Full speedに対応しており、理論的には最大 12Mbpsで

PCと通信を行うことができる。この帯域は今回のデータ転送には十分である。2台をハブ接続しても問

題なく通信を行うことができた。

マイコンの先に接続された PCでは、データ取得ならびに今回提案した INS/GPSアルゴリズムによる

処理を行う。簡単のため、リアルタイムでデータ取得のみを行い、後にオフラインでアルゴリズムをまわ

すことにより INS/GPSを構成した。なおこの PCの機能はマイコンの計算機能を強化した半導体である

DSPなどを利用することによって、リアルタイム化、小型化することが可能である。

以上がプロトタイプについての説明である。実際に作成したものをみると、PCや構造部材を除いて重

量が 30g以下、大きさが 100cm3 以下であったことから考えるに、提案したシステムは汎用的に使用す

るのに十分小さく軽く経済的であると考えられる。

5.2 較正作業

実際にプロトタイプを用いて実験を行う前に、慣性センサの温度特性ならびに取付け誤差を測定し較正

作業を行った。較正対象としてこれら 2点を選択した理由は、性能を低下させる主たる原因がこれら 2点

に集約されると考えた為である。第一に、MEMSセンサは簡易的なセンサであるため、使用する環境の

温度によってその特性が大きく変化することが知られている。第二に、プロトタイプではセンサの主軸が

正確に直交して取付いているわけではない。これら 2点は INS単体、ひいてはシステム全体の性能に大

きく影響するものと考えられる。実際、温度補正は参考文献 [4] [5]、取付け誤差補正については参考文献

[1]第 9章に記述がある。

調達できた較正用機器の関係から、加速度計ならびにジャイロのゼロ点の温度特性とジャイロの取付け

誤差を評価した。以下ではその詳細について述べる。



第 5章 実機試験 68

5.2.1 加速度計、ジャイロのゼロ点の温度特性

ゼロ点の温度特性は恒温槽にプロトタイプを静置し、温度を変化させることで結果を取得した。測定さ

れたデータを図 5.6、5.7に示す。縦軸、横軸とも AD変換機の直値であり、縦軸がセンサの出力値、横軸

が温度をあらわしている。

いずれのセンサも温度とゼロ点の変動には線形関係があることが見て取れる。測定結果より求められた

結果を表 5.2に示す。

表 5.2: ゼロ点温度特性
センサ X軸 Y軸 Z軸
加速度計[
m/s2/◦C

] -0.000763 0.0223 0.00602

ジャイロ
[deg/◦C] 0.0575 -0.0881 -0.0191

5.2.2 ジャイロの取付け誤差

ジャイロの取付け誤差の測定は、一定速度で回転するレートテーブル上にプロトタイプを固定し計測を

行うことにより求められる。測定中の様子を図 5.8に示す。

測定原理であるが、例えば x軸ジャイロの主軸方向の単位ベクトル、スケールファクタをそれぞれ u⃗x、

Kx、ある取付け面 ( 1面のように表記)の法線単位ベクトルを u⃗01、1面を基準面としたときの x軸ジャイ

ロの出力値を a⃗x1 のように表記すれば、1面、2面、3面について次の関係が存在する。
a⃗x1
Kx

a⃗y1
Ky

a⃗z1
Kz

a⃗x2
Kx

a⃗y2
Ky

a⃗z2
Kz

a⃗x3
Kx

a⃗y3
Ky

a⃗z3
Kz

=

u⃗T
01

u⃗T
02

u⃗T
03

[⃗ux u⃗y u⃗z
]

(5.2.1)

従って u⃗01 等が既知である (例えば直交する)3つの面それぞれについて計測を行えば、ax1 等が計測され、

|⃗ux|= 1等の条件から Kx 等が求められると同時に、取付け誤差をあらわす u⃗x 等が求められる。

測定結果を図 5.9にあげる。どれにおいても本来感度がないはずである軸に対しても角速度が検出され

てしまっており、取付け誤差があることがわかる。これを解析的に処理し、取付け誤差を求めた結果を表

5.3にあげる。

5.3 2005年 11月調布セスナ実験

2005年 11月に調布飛行場でセスナをチャーターし、実験を行った。

実験の内容は作成したプロトタイプと市販の INS/GPS 装置である Crossbow 社製『NAV420』(以下

NAV420と表記する)との比較である。NAV420は 3軸の加速度計、3軸のジャイロ、ならびに 3軸の地
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図 5.6: 加速度計ゼロ点温度特性
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図 5.7: ジャイロゼロ点温度特性



第 5章 実機試験 71

図 5.8: ジャイロ取付け誤差計測

表 5.3: ジャイロ取付け誤差解析結果
X軸 Y軸 Z軸

1.00 8.72E−3 −1.18E−2

u⃗ −9.43E−3 1.00 4.91E−3

1.52E−3 1.24E−2 1.00

取付け誤差
[deg] 0.547 0.868 0.731

磁気センサを有しており、それと GPSを Kalman Filterで統合することによって航法機器として機能して

いる。図 5.10、図 5.11に NAV420の概略図を示す。

NAV420の内部でどのようなアルゴリズムを用いているかは公表されていないが、4衛星以上 GPS衛

星を捕捉しないと補正が行われていないようであり、この事実から想像するにおそらく本研究で用いた

Kalman Filterの設定と同じ Loose couplingによって統合が行われていると思われる。加えて地磁気セン

サを積んでいることから、本研究で用いた方法では不可能である姿勢に対する直接的な補正を行っている

と考えられる。

価格についていえば、NAV420の価格は百万円程度であり航空宇宙用途の INS/GPS機器からみれば非

常に安価であり、汎用用途に向けた INS/GPS装置の草分け的存在である。そのため、精度も航空宇宙用
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図 5.9: ジャイロ取付け誤差測定結果
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図 5.10: Crossbow NAV420
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図 5.11: Crossbow NAV420

途に比べれば見劣りがする。表 5.4に NAV420の性能緒言 [15]を示す。

この NAV420とプロトタイプを軽飛行機であるセスナに設置した状態で調布飛行場周辺を飛行し、そ

の飛行履歴を取得した。このときプロトタイプと NAV420はセスナ後方部に設置したが、慣性力の検出

が同じ条件になるために、できる限り接近して設置するようにした。また振動をあまり拾わないよう、防

振の意味を含めて厚さ数 mmのゴムを通してネジ止めで設置した。また GPSアンテナはプロトタイプと

NAV420で分配器を通して共通のものを利用し、また受信環境を最良にするため機外に設置した。図 5.12

に実験の様子を、図 5.13に設置状況を記す。

NAV420との比較結果を図に示す。実験は 20分間の飛行をストップアンドゴー (着陸、停止、再び離

陸) で 3 回繰り返すものであり、それぞれの飛行に分けて記す。位置履歴、速度履歴、姿勢履歴の順に、

図 5.14、図 5.15、図 5.16が 1回目の飛行、図 5.17、図 5.18、図 5.19が 2回目の飛行、図 5.20、図 5.21、

図 5.22が 3回目の飛行である。

図よりプロトタイプは NAV420とほぼ同じ出力をしているのがわかり、NAV420と同等の性能を有し
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表 5.4: Crossbow NAV420の性能緒言
項目 仕様

位置精度 3 m (CEP、50%の確率)

X, Y速度精度 < 0.4m/s (GPS受信時)

Z速度精度 < 0.5m/s (GPS受信時)

方位角 (ヘディング) ±3deg (rms)

姿勢角 (ロール、ピッチ) ±0.75deg (rms、GPS受信有) / ±2.5deg (rms、GPS受信無)

角速度ランダムウォーク < 4.5deg/
√

hr

加速度ランダムウォーク < 1.0m/s/
√

hr

更新周期 2−100Hz

安定化時間 60sec

外形 76.2×95.3×76.2mm

重量 < 0.58kg

図 5.12: 2005年 11月実験の様子

ていると考えられる。細部をみるとピッチなどでオフセットが生じているが、これは取付け誤差による影

響だと考えられる。

5.4 2006年 4月竜ヶ崎セスナ実験

2005年 11月のセスナ実験と同じく、2006年 4月に竜ヶ崎飛行場でセスナを用いて NAV420との比較

を行った。他の実験との乗合い実験であったため、本実験を行う意義は前回の調布セスナ実験から特に変
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図 5.13: 2005年 11月プロトタイプ (左)と NAV420(右)
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図 5.14: NAV420との比較実験位置履歴 (2005年 11月 1回目)



第 5章 実機試験 76

-80

-60

-40

-20

 0

 20

 40

 60

 80

 3.642e+08  3.644e+08  3.646e+08  3.648e+08  3.65e+08

V
el

oc
ity

 (
no

rt
h)

 [m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
Crossbow NAV420

-80

-60

-40

-20

 0

 20

 40

 60

 80

 3.642e+08  3.644e+08  3.646e+08  3.648e+08  3.65e+08

V
el

oc
ity

 (
ea

st
) 

[m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
Crossbow NAV420

-20

-15

-10

-5

 0

 5

 10

 15

 20

 3.642e+08  3.644e+08  3.646e+08  3.648e+08  3.65e+08

V
el

oc
ity

 (
do

w
n)

 [m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
Crossbow NAV420

図 5.15: NAV420との比較実験速度履歴 (2005年 11月 1回目)
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図 5.16: NAV420との比較実験姿勢履歴 (2005年 11月 1回目)
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図 5.17: NAV420との比較実験位置履歴 (2005年 11月 2回目)
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図 5.18: NAV420との比較実験速度履歴 (2005年 11月 2回目)



第 5章 実機試験 78

-30

-20

-10

 0

 10

 20

 30

 3.654e+08  3.656e+08  3.658e+08  3.66e+08  3.662e+08  3.664e+08

R
ol

l [
de

g]

GPS Time [msec]

Prototype
Crossbow NAV420

-20

-15

-10

-5

 0

 5

 10

 15

 20

 3.654e+08  3.656e+08  3.658e+08  3.66e+08  3.662e+08  3.664e+08

P
itc

h 
[d

eg
]

GPS Time [msec]

Prototype
Crossbow NAV420

-180

-120

-60

 0

 60

 120

 180

 3.654e+08  3.656e+08  3.658e+08  3.66e+08  3.662e+08  3.664e+08

Y
aw

 [d
eg

]

GPS Time [msec]

Prototype
Crossbow NAV420

V heading (V > 5 m/s)

図 5.19: NAV420との比較実験姿勢履歴 (2005年 11月 2回目)
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図 5.20: NAV420との比較実験位置履歴 (2005年 11月 3回目)
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図 5.21: NAV420との比較実験速度履歴 (2005年 11月 3回目)
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図 5.22: NAV420との比較実験姿勢履歴 (2005年 11月 3回目)
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化した点はないが、複数の実験結果を示すことは本研究の信頼性を示す点で有効であると考えるので、こ

こに結果を記す。

結果は図 5.23、図 5.24、図 5.25 に示すとおりであるが、途中から NAV420 の姿勢結果が発散してし

まっている (NAV420のヘディングの結果は発散が激しかったため、図には記載していない)。飛行時間は

およそ 40分間であった。この実験では定常的な旋回 (バンク角が一定)を行ったが、この運動は本来の重

力ベクトルと異なる方向にみかけの重力が作られるため、航法装置にとっては最も過酷な試験の一つであ

る。おそらく NAV420は姿勢検出に地磁気も利用しているため、地磁気と INSが算出する重力方向が矛

盾を起こし、それが内部的にうまく処理をされず、発散に至ったのであろう。
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図 5.23: NAV420との比較実験位置履歴 (2006年 4月)

ところで NAV420が発散してしまったのに対し、プロトタイプは発散せずに済んだ。このことから本

研究で提案したアルゴリズムは NAV420よりも信頼性が高いと言える。また、NAV420が発散する可能

性があるということがわかったため、今後の実験ではより信頼性ならびに精度が高い航法装置をリファレ

ンスとして利用するのが望ましいと結論付けられる。

5.5 2006年 6月調布飛行場 MuPAL-α 実験

2006 年 6 月に調布飛行場にて、宇宙航空開発研究機構 (JAXA) 所有の高精度 INS/GPS 装置である

GAIA[12]との比較実験を行った。GAIAの精度は絶対位置で 1m以内と、リファレンスとして十分に信

頼できる精度を有する装置であり、前回の竜ヶ崎セスナ実験でのリファレンスにはより精度が高い機器を

利用すべきであるという教訓を実現できることとなった。また、実験に際しては JAXA所有の実験用航空

機MuPAL-α を用い、プロトタイプと GAIAを搭載した状態で水平定常飛行や旋回定常飛行等を行った。

GAIAならびにMuPAL-α の外観を図 5.26、図 5.27に示す。またプロトタイプのMuPAL-α 機内への
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図 5.24: NAV420との比較実験速度履歴 (2006年 4月)
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図 5.25: NAV420との比較実験姿勢履歴 (2006年 4月)
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取付けを図 5.28に示す。プロトタイプは木材の板を介して MuPAL-α 内の客席取付けレールにネジ止め
で固定した。またプロトタイプと GAIAの GPSアンテナは共通とし、分配器を通してそれぞれの GPS受

信機に配線した。

図 5.26: GAIA 図 5.27: MuPAL-α

図 5.28: プロトタイプのMuPAL-α 機内への設置状態

飛行は 2時間程度行った。表 5.5に飛行プランの特徴的な部分を記す。

本実験はリファレンスとして用いる GAIAが非常に高性能であり、また様々な生データも含めた様々

な値を出力する機構であったため、アルゴリズムを換えたり、生データを比較したりと様々な評価を行っ

た。なおこれまでの実験と同じく Crossbowも搭載したが結果が発散してしまい比較対象としては不適当

であった。以下、それぞれについて順に述べる。
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表 5.5: MuPAL−α 飛行計画

ケース
開始 GPS時刻[

108msec
] 終了 GPS時刻[

108msec
] 備考

水平直線定常飛行 3.56534 3.57134

水平定常旋回 (ϕ = 10deg) 3.57866 3.58609 3周、左旋回

定常降下 (−1000fpm) 3.58864 3.58954

定常上昇 (1000fpm) 3.58979 3.59097

水平定常旋回 (ϕ = 15deg) 3.60369 3.60953 3周右旋回

水平減速 (120kt → 100kt) 3.61143 3.61161

水平加速 (100kt → 140kt) 3.61180 3.61218

5.5.1 これまでの実験と同じアルゴリズムでの比較

まず、これまでのアルゴリズムと同じアルゴリズムによって処理した結果を示す。図 5.29、図 5.30、図

5.31はそれぞれ位置履歴、速度履歴、姿勢履歴である。
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図 5.29: GAIAとの比較実験位置履歴

それぞれの図から明らかなように、プロトタイプと GAIAでほぼ同じような出力が得られていることが

見て取れる。履歴の開始時からしばらくは GAIAと一致していないが、これはプロトタイプで用いたアル

ゴリズムの中の Kalman Filterが収束に要する時間であると考えられ、妥当な結果であるといえる。

より詳しく結果を分析するため、GAIAとの差異を統計的に処理した。その結果を表 5.6に示す。なお

差異を計算するについては、プロトタイプと GAIAの取付け位置による差のみを考慮、補正してある。こ



第 5章 実機試験 84

-100

-50

 0

 50

 100

 3.56e+08  3.57e+08  3.58e+08  3.59e+08  3.6e+08  3.61e+08  3.62e+08

V
el

oc
ity

 (
no

rt
h)

 [m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
GAIA

-100

-50

 0

 50

 100

 3.56e+08  3.57e+08  3.58e+08  3.59e+08  3.6e+08  3.61e+08  3.62e+08

V
el

oc
ity

 (
ea

st
) 

[m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
GAIA

-10

-5

 0

 5

 10

 3.56e+08  3.57e+08  3.58e+08  3.59e+08  3.6e+08  3.61e+08  3.62e+08

V
el

oc
ity

 (
do

w
n)

 [m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
GAIA

図 5.30: GAIAとの比較実験速度履歴
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図 5.31: GAIAとの比較実験姿勢履歴
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れはプロトタイプと GAIAの取付け傾きを計測することができなかったためであり、姿勢についてはそ

の分オフセットが発生している可能性があることをここに注記しておく。加えて統計量を計算するのに用

いたデータは、アルゴリズムで用いた Kalman Filter が収束するのに必要な時間を考慮して GPS 時刻で

3.58×108[msec]以降の値である。

表 5.6: プロトタイプと GAIAの差異

(GPS Time 3.58E+08[msec]以降)
平均値 標準偏差 最悪値

水平距離 [m] 5.39 2.17 10.6

高度 [m] 8.80 4.49 18.1

北方向速度 [m/s] 0.00252 0.132 1.44

東方向速度 [m/s] -0.00466 0.130 -1.29

重力方向速度 [m/s] -0.327 0.171 -0.932

ロール [deg] -0.00907 0.227 -0.913

ピッチ [deg] 0.105 1.01 3.22

ヘディング [deg] 1.61 6.96 19.0

GAIAの値を真値として以下の議論を進める。

まず位置や速度といった GPS受信機から直接の補強が得られる状態量については、多少のオフセット

が発生してしまっているものの、非常によく推定できている。まず位置についてであるが、最悪値を見て

も水平方向でほぼ 10m以内を実現できている。平均値と標準偏差をのみを見れば本システムで当初目標

性能とした位置で数 m以内という性能を達成できていることがわかる。高度方向については多少精度が

劣化し 20m程度であるが、これは GPSが性能的に水平方向よりも高度方向に精度が劣化していることを

考えれば納得がいく値である。

速度についてもプロトタイプと GAIAでほぼ差異がない。GPS受信機による直接的な補強が非常に寄

与しているものだと考えられる。

姿勢についていえば、ロール、ピッチでは非常によく推定ができているといえる。先述したとおり、プ

ロトタイプと GAIA の取付け傾きが測定できていないことから標準偏差のみを利用して議論を行うと、

ロール、ピッチの精度は約 1度程度であると考えられる。一方ヘディングであるが、こちらは標準偏差で

7degも誤差がある。この差異を詳しく見るため、ヘディングを速度方向との差、すなわち対地速度に対す

る横滑りで見ることにした。図 5.32に対地速度に対するプロトタイプと GAIAの横滑りの比較を示す。

ヘディングの誤差はドリフトをおこしてしまっていることが図から読み取れる。これは明らかにロール

やピッチの誤差で見られたホワイトノイズ的な誤差とは異なるものである。

このことは以下のように考察される。まず同じ姿勢であっても、ロールやピッチは対象物体が加速に

よって受ける加速度よりもはるかに大きい加速度である重力を頼りにすることによって補正を行うことが

可能である。つまり加速環境下においても、その状態が水平定常旋回運動のように定常的なものでない限

りは、重力を参考にすることによってロールやピッチも精度は粗いながら求めることは可能である。一

方、ヘディングは地球の自転速度以外に特にリファレンスはない。言い換えれば、たとえ静止状態であっ
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図 5.32: 2006年 6月 GAIAとの比較実験対地速度に対する横滑り履歴

ても精度が悪いジャイロでは地球の自転角速度を捕らえることができず、3.6.2節で示したようにある仮

定を設けて初動時の速度ベクトルから決定を行うしかない。これよりヘディングの悪さはプロトタイプと

GAIAとで利用している慣性センサ、特にヘディングは姿勢であるからジャイロの違いが最も現れている

と考えられる。

このような結果ならびに考察を踏まえて、次にプロトタイプと GAIAの慣性センサ、それぞれの出力の

比較を行った。

5.5.2 プロトタイプと GAIAの慣性センサ出力比較

全履歴におけるプロトタイプと GAIAの慣性センサの出力を比較した。図 5.33に加速度計の出力値の

比較を、図 5.34にジャイロの出力値の比較を示す。

加速度計はプロトタイプと GAIAでさしたる差がないことが見て取れる。一方のジャイロでは、GAIA

がプロトタイプに比べてはるかに性能が勝っていることが見て取れる。

これより前節で得られた、プロトタイプで特にヨー方向の精度が悪いという結果は、ジャイロの違いに

よるものだという考察が裏付けられた。このことを踏まえて、少しでもヘディングを改善する方法がない

か考えてみることにした。

数値シミュレーションで示したとおり、計算負荷があがるものの、バイアス変動を推定することに

よって精度が改善した事例がある。そこで次にバイアス変動推定を元のアルゴリズムに加えた 3.6.4節の

INS/GPSアルゴリズムで処理を行ってみることにした。
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図 5.33: 加速度計出力値比較
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図 5.34: ジャイロ出力値比較
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5.5.3 バイアス変動推定を加えた状態での比較

3.6.4節にならい、バイアス変動を加えた状態でのアルゴリズムを適用した結果を以下に GAIAとの比

較で示す。図 5.35、図 5.36、図 5.37はそれぞれ位置、速度、姿勢の履歴である。

 139.25
 139.3

 139.35
 139.4

 139.45
 139.5

 139.55
 139.6

 139.65

 34.9
 35.0

 35.1
 35.2

 35.3
 35.4

 35.5
 35.6

 35.7
 35.8

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

altitude [m]

Prototype
GAIA

longitude [deg]

latitude [deg]

altitude [m]

図 5.35: GAIAとの比較実験 (バイアス変動推定付き)位置履歴

バイアス変動推定を行っても GAIAと近い値が得られていることが大まかに確認できる。より詳細に

結果を見ていくため、バイアス変動推定がない場合と同様に統計量ならびに対地速度に対する横滑りの履

歴を求めた。表 5.7が統計量、図 5.38が横滑り角履歴である。

表 5.7: プロトタイプと GAIAの差異 (バイアス変動推定付き)

(GPS Time 3.58E+08[msec]以降)
平均値 標準偏差 最悪値

水平距離 [m] 5.62 2.24 12.1

高度 [m] 1.73 1.64 5.45

北方向速度 [m/s] 0.00117 0.117 1.43

東方向速度 [m/s] -0.00319 0.114 -1.26

重力方向速度 [m/s] -0.121 0.0825 -0.697

ロール [deg] -0.00235 0.207 -0.909

ピッチ [deg] 0.0972 0.887 2.87

ヘディング [deg] 1.25 5.97 16.3
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図 5.36: GAIAとの比較実験 (バイアス変動推定付き)速度履歴
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図 5.37: GAIAとの比較実験 (バイアス変動推定付き)姿勢履歴
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図 5.38: GAIAとの比較実験 (バイアス変動推定付き)対地速度に対する横滑り履歴

以下、バイアス変動推定がない場合との比較で述べると、まず位置の精度は水平距離で多少悪くなった

ものの、高度で改善が見られている。最悪値では水平距離で 10.6mから 12.1mと若干悪くなったものの、

高度は 18.1mから 5.45mへと改善した。これはバイアス変動推定が有効に機能した結果だと考えられる。

速度については変化があまり見られていない。このことは、速度が慣性センサに対する依存よりも GPS

受信機に対する依存が大きいことを示していると考えられる。

姿勢についてみるとロール、ピッチ、ヨーのどれでも精度が多少改善されていることがわかる。特にヘ

ディングについては最悪値で 6.96degから 5.97degと約 1deg改善している。位置に続き、姿勢でもバイ

アス推定変動による精度が改善されることが示された。

しかしながら対地速度に対する横滑りの誤差の傾向はいまだにバイアス変動推定がないものと同じであ

る。このことから考えるに今回利用したMEMS慣性センサ、特にジャイロは、バイアス変動以外のモデ

ル化できていない誤差要因がある、あるいはモデル化されている部分についてもパラメータ自体が時間変

化しているなど、不確定な要因が存在しセンサ自体の精度を劣化させていると考えられる。すなわち本

実験で示された結果である、位置精度で水平誤差 10m以内、垂直誤差で 15m以内、姿勢はロール誤差、

ピッチ誤差で 1deg以内、ヘディング誤差で 10deg程度といった精度を大きく改善するためには 2つの手

法が考えられるだろう。

1つはハードウェア的なアプローチである。単純な方法であるがジャイロをより精度の高いものに変更

すればより高い精度を実現できる可能性がある。しかしながら本システムはジャイロをできるだけ小型軽

量安価な汎用的な製品を使うことによって実現されるものであるから、より精度の高いジャイロが汎用的

に使用できるような技術革新の到来が待たれる。あるいはジャイロを補強するようなシステム、例えば序

章でも述べたが、地磁気センサや GPSコンパスなどと組み合わせる方法が有効であろう。

もう 1つはソフトウェア的なアプローチである。精度が悪いジャイロをより詳しく分析し、より詳細な

数学モデルを作成することによって精度を改善できる可能性がある。他の先行研究を参照すると、航空宇
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宙用ないしはそれに順ずる航法装置の高精度化をニューラルネットワークやウェーブレットフィルタなど

を用いて実現している。このような手法は今後検討に値するであろう。

5.5.4 高い精度をもつ GAIAのジャイロで計算を行った場合での比較

前の解析において述べた精度改善のためのハードウェア的アプローチの有効性について確認するため、

本研究の主題である低精度センサを用いてという題意には反するが、精度が高い GAIAのジャイロを利用

した比較を行うことにした。方法は単純にプロトタイプのジャイロ出力を GAIAのジャイロ出力に置き

換えて INS/GPSアルゴリズムを適用し、比較を行う。この際に GAIAとプロトタイプの機体への取付け

位置や角度の違いが問題となるが、この解析は、精度が高いジャイロに換えた場合の相対的な影響が知り

たいという目的のみなので、ここでは両者とも同一の位置に取り付けられていたという少々強引な仮定の

もと計算を進めている。

以下に結果を記す。図 5.39、図 5.39、図 5.39はそれぞれ位置履歴、速度履歴、姿勢履歴である。どれ

も GAIAと大変よく一致していることが見て取れる。
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図 5.39: GAIAとの比較実験 (GAIAジャイロを利用)位置履歴

また、これまでと同様に統計的な差異と対地速度に対する横滑り履歴を求めた。表 5.8、ならびに図

5.42に結果を記す。

注目すべきはヘディングの標準偏差が非常に少なくなっていること、ならびに横滑り履歴が GAIAのそ

れとほぼ一致していることが見て取れる。このように精度の高いジャイロを利用することで、ヘディング

の性能が改善されることが示された。つまりヘディングの性能はジャイロの精度に非常に依存すると結論

付けられる。
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図 5.40: GAIAとの比較実験 (GAIAジャイロを利用)速度履歴
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図 5.41: GAIAとの比較実験 (GAIAジャイロを利用)姿勢履歴



第 5章 実機試験 94

表 5.8: プロトタイプと GAIAの差異 (GAIAジャイロを利用)

(GPS Time 3.58E+08[msec]以降)
平均値 標準偏差 最悪値

水平距離 [m] 5.12 2.08 11.1

高度 [m] 7.86 2.18 11.7

北方向速度 [m/s] -0.00484 0.097 1.46

東方向速度 [m/s] -0.00222 0.104 -1.20

重力方向速度 [m/s] -0.326 0.0399 -0.429

ロール [deg] -0.0149 0.105 -1.19

ピッチ [deg] -0.00296 0.0860 -0.565

ヘディング [deg] -0.203 0.949 -5.0205
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図 5.42: GAIAとの比較実験 (GAIAジャイロを利用)対地速度に対する横滑り履歴

5.5.5 較正作業結果を反映しなかった場合での比較

プロトタイプにおいて較正結果を反映しなかった場合、どのような結果が得られるかを検証した。結果

は図 5.43、図 5.43、図 5.43がそれぞれ位置履歴、速度履歴、姿勢履歴である。

これまでと同様、統計的な比較を表 5.9に、対地速度に対する横滑り角を図 5.46に示す。

これらから明らかなように、明らかに較正結果を適用した場合と比較して精度が劣化しているのがわか

る。特にヘディングで精度の悪化は著しく、標準偏差でみると較正ありで 7degであったのが 20degにも

なってしまっている。このことから較正作業は有効である、というよりかむしろ必要な作業であると結論

づけられる。
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図 5.43: GAIAとの比較実験 (較正結果適用なし)位置履歴

-100

-50

 0

 50

 100

 3.56e+08  3.57e+08  3.58e+08  3.59e+08  3.6e+08  3.61e+08  3.62e+08

V
el

oc
ity

 (
no

rt
h)

 [m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
GAIA

-100

-50

 0

 50

 100

 3.56e+08  3.57e+08  3.58e+08  3.59e+08  3.6e+08  3.61e+08  3.62e+08

V
el

oc
ity

 (
ea

st
) 

[m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
GAIA

-10

-5

 0

 5

 10

 3.56e+08  3.57e+08  3.58e+08  3.59e+08  3.6e+08  3.61e+08  3.62e+08

V
el

oc
ity

 (
do

w
n)

 [m
/s

]

GPS Time [msec]

Prototype
GAIA

図 5.44: GAIAとの比較実験 (較正結果適用なし)速度履歴
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図 5.45: GAIAとの比較実験 (較正結果適用なし)姿勢履歴

表 5.9: プロトタイプと GAIAの差異 (較正結果適用なし)

(GPS Time 3.58E+08[msec]以降)
平均値 標準偏差 最悪値

水平距離 [m] 8.68 3.12 17.1

高度 [m] 3.03 4.66 15.0

北方向速度 [m/s] 0.0435 0.312 1.34

東方向速度 [m/s] 0.0126 0.277 1.81

重力方向速度 [m/s] -0.142 0.209 -1.36

ロール [deg] 0.106 1.83 6.86

ピッチ [deg] 0.0777 3.17 10.1

ヘディング [deg] 18.1 20.88 77.8

5.6 まとめ

プロトタイプを実際に作成し、較正作業の後、比較実験を 3回行った。以下、この過程で得られた結果

ならびに考察を示す。

• MEMS慣性センサと民生用 GPS受信機を利用したプロトタイプによって、本研究で提案したシス

テムは汎用的な使用を行うのに十分に小型軽量安価であることが示された。
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図 5.46: GAIAとの比較実験 (較正結果適用なし)対地速度に対する横滑り履歴

• プロトタイプで得られた結果によると、本研究で提案したシステムの精度は水平誤差 10m 以内、

垂直誤差で 20m以内、姿勢はロール誤差、ピッチ誤差で 2deg以内、ヘディング誤差で 10deg程度

であった。

• バイアス変動を推定することは有効であり、その場合の精度は多少改善し、垂直誤差で 15m以内、

姿勢はロール誤差、ピッチ誤差で 1deg以内となる。

• 比較実験によると、この精度は市販の INS/GPS装置である Crossbow社製 NAV420と同程度の性

能である。

• 姿勢についてはロール、ピッチが比較的精度を得やすいのに対し、ヘディングは精度を出すのが困
難である。これは通常の加速環境における加速度よりもはるかに大きい重力をリファレンスとして

ロールやピッチに対しては補正がかかる一方、ヘディングにはそのような強力なリファレンスが存

在しないためである。そのため、ヘディングの精度には慣性センサ、特にジャイロの精度が大きく

寄与している。

• MEMS慣性センサには温度ドリフトがあることが示された。また温度ドリフトならびに取付け誤

差を補正することによって精度を大きく改善できることが示された。
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第 6章

結言

以上『低精度MEMSセンサと汎用 GPS受信機の融合による高精度航法システムの研究』と題して、低

精度MEMSセンサと汎用 GPS受信機の融合による INS/GPS複合航法システムを検討してきたが、数値

シミュレーション、加えて実機試験から、本研究が提案したシステムは十分に汎用的な使用に耐えうる精

度を有し、また小型軽量安価であることが示された。

これを受けて現在、より小型軽量な次期プロタイプ (図 6.1)を開発中である。これは現在小型 UAVに

搭載することを考えており、本システムで提案したシステムが提供する高精度な航法情報によってより賢

く飛行することを目指すものである。大きさは 51×51×48mmで重さは 84.0g、今回のプロトタイプで

は省かれていたリアルタイムでの航法情報の提供がこれのみで可能である。完成は 2007年内を目標とし

ている。

図 6.1: 新プロトタイプ

最後に感想を述べておくと、航法システムは社会にとってなくてはならない根幹的な技術の一つであ

る。そのため、このような高精度な航法システムが小型、軽量かつ安価に実現できれば、様々な応用が行

われることであろう。今後も航法の分野への研究に力を尽くしていきたいと考えている。
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付録 A

Quaternion Algebra

本研究では、3次元空間における座標変換を行う必要がある。座標変換を行う方法としては、代表的な

ものとして

1. Euler角を使用する方法

2. Direction Cosine Matrix(DCM)を使用する方法

3. Quaternionを使用する方法

があげられる。これらは以下の特徴をもつ。

表 A.1: 座標変換の方法
方法 1. Euler角 2. DCM 3. Quaternion

変数の個数 3 9 4

長所 変数の数が最小 特異点は存在しない、行

列計算であるため理解

しやすい

特異点は存在しない、変

数の数は 4つと少ない

短所 特異点が存在するため、

演算が成り立つか常に

確かめる必要がある

変数の個数が多いため

計算負荷が大きい

理解しにくい

変数の数が少ないほど、経験的に数値演算誤差が少ないとされている。また演算が成り立つかどうかを

調べることは、計算回数が増すにつれ計算負荷が大きくなることを意味する。本研究では、第 2章で述べ

るような Kalman Filterを導入するが、これにはかなりの計算負荷が予想される。一方、数値演算の精度

向上もしたい。従って本研究では、数値誤差および演算負荷の軽減という観点から Quaternionによる方

法を採用することにした。

本章では、Quaternionによる演算について言及することにする。なお、数学的な厳密さを求めたもので

はなく、本研究で用いる計算方法の説明として考えて頂きたい。
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以下、Quaternionの表記として、q̃または


q0

q1

q2

q3

のようなを用いることにする。また 3次元ベクトル

の表記として x⃗または


x1

x2

x3

のようなを用いることにする。加えて、
{

q0

p⃗

}
や


q0
p1

p2

p3


のような表記

は、Quaternionではあるが p⃗および p1、 p2、 p3 を 3次元ベクトルとみなした表記である。

A.1 Quaternionの定義

Quaternionは互いに 1次独立である基底 111, iii, jjj,kkkを用いて

q̃ ≡


q0
q1
q2
q3

≡ 111∗q0 + iii∗q1 + jjj ∗q2 + kkk ∗q3 (A.1.1)

と定義される。基底 111, iii, jjj,kkkには以下の関係が存在する。

111∗111 = 111 (A.1.2)

iii∗ iii = jjj ∗ jjj = kkk ∗ kkk =−111 (A.1.3)

iii∗ jjj =−( jjj ∗ iii) = kkk (A.1.4)

jjj ∗ kkk =−(kkk ∗ jjj) = iii (A.1.5)

kkk ∗ iii =−(iii∗ kkk) = jjj (A.1.6)

A.2 共役 Quaternionの定義

共役 Quaternion q̃∗ とは

q̃∗ ≡


q0
q1
q2
q3

∗ =


q0
−q1
−q2
−q3

 (A.2.1)
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A.3 Quaternionのスカラー積

Quaternionはスカラーとの演算が定義される。Quaternion q̃ ≡


q0

q1

q2

q3

とし、スカラーを aとすれば

q̃∗a ≡ a∗ q̃ ≡


q0 ∗a
q1 ∗a
q2 ∗a
q3 ∗a

 (A.3.1)

A.4 Quaternion間の加算

Quaternionは Quaternion間の加算が定義される。

q̃a ≡


qa0
qa1
qa2
qa3

 , q̃b ≡


qb0
qb1
qb2
qb3

 (A.4.1)

であるとき、

q̃a + q̃b = (111∗qa0 + iii∗qa1 + jjj ∗qa2 + kkk ∗qa3)+(111∗qb0 + iii∗qb1 + jjj ∗qb2 + kkk ∗qb3)

= 1∗ (qa0 +qb0)+ i∗ (qa1 +qb1)+ j ∗ (qa2 +qb2)+ k ∗ (qa3 +qb3)

≡


qa0 +qb0
qa1 +qb1
qa2 +qb2
qa3 +qb3


(A.4.2)

この演算は可換である。すなわち、
q̃b + q̃a = q̃a + q̃b (A.4.3)

A.5 Quaternion間の乗算

Quaternionは Quaternion間の乗算が定義される。

q̃a ≡


qa0
qa1
qa2
qa3

 , q̃b ≡


qb0
qb1
qb2
qb3

 (A.5.1)
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であるとき、

q̃aq̃b = (1∗qa0 + i∗qa1 + j ∗qa2 + k ∗qa3)(1∗qb0 + i∗qb1 + j ∗qb2 + k ∗qb3)

= 1∗ (qa0 ∗qb0 −qa1 ∗qb1 −qa2 ∗qb2 −qa3 ∗qb3)

+ i∗ (qa0 ∗qb1 +qa1 ∗qb0 +qa2 ∗qb3 −qa3 ∗qb2)

+ j ∗ (qa0 ∗qb2 −qa1 ∗qb2 +qa2 ∗qb0 +qa3 ∗qb1)

+ k ∗ (qa0 ∗qb3 +qa1 ∗qb2 −qa2 ∗qb1 +qa3 ∗qb0)

≡


qa0 ∗qb0 −qa1 ∗qb1 −qa2 ∗qb2 −qa3 ∗qb3
qa0 ∗qb1 +qa1 ∗qb0 +qa2 ∗qb3 −qa3 ∗qb2
qa0 ∗qb2 −qa1 ∗qb2 +qa2 ∗qb0 +qa3 ∗qb1
qa0 ∗qb3 +qa1 ∗qb2 −qa2 ∗qb1 +qa3 ∗qb0



(A.5.2)

この結果から、3次元ベクトルの内積、および外積の定義を用いて Quaternion間の乗算を定義することが

できる。ただし、内積は ·、外積は ×であらわすものとする。

q̃aq̃b =


qa0qa1
qa2
qa3





qb0qb1
qb2
qb3




≡


qa0 ∗qb0 −

qa1
qa2
qa3

 ·

qb1
qb2
qb3


qa0

qb1
qb2
qb3

+qb0

qa1
qa2
qa3

+

qa1
qa2
qa3

×

qb1
qb2
qb3





(A.5.3)

この演算は可換ではない。すなわち、

q̃bq̃a =


qb0 ∗qa0 −

qb1
qb2
qb3

 ·

qb1
qb2
qb3


qb0

qa1
qa2
qa3

+qa0

qb1
qb2
qb3

+

qb1
qb2
qb3

×

qa1
qa2
qa3





=


qa0 ∗qb0 −

qa1
qa2
qa3

 ·

qb1
qb2
qb3


qa0

qb1
qb2
qb3

+qb0

qa1
qa2
qa3

−

qa1
qa2
qa3

×

qb1
qb2
qb3




̸= q̃aq̃b

(A.5.4)

A.6 Quaternionによる 3次元ベクトルの回転

本項では、ベクトルによる演算と Quaternionによる演算の結果が一致することを示し、Quaternionの

演算により 3次元ベクトルの回転を行うことが可能であることを示す。
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3次元ベクトル p⃗を 3次元単位ベクトル r⃗ (ただし r⃗ · r⃗ = 1)を軸として、θ だけ回転した 3次元ベクト

ル p⃗′ はベクトルの演算より次のように求めることができる。

p⃗′ = cosθ ∗ p⃗⊥+ sinθ ∗ q⃗+ p⃗∥ (A.6.1)

ただし、p⃗⊥、 p⃗∥ はそれぞれ p⃗の r⃗に対する垂直成分、水平成分とする。すなわち、

p⃗⊥ ≡ p⃗− p⃗∥, p⃗∥ ≡ (⃗r · p⃗)⃗r (A.6.2)

また、q⃗は p⃗⊥ を r⃗を軸に 90度回転したものとする。すなわち、

q⃗ ≡ p⃗⊥× r⃗ (A.6.3)

従って p⃗′ を p⃗と r⃗を用いてあらわすと以下のようになる。

p⃗′ = cosθ ∗ p⃗⊥+ sinθ ∗ q⃗+ p⃗∥
= cosθ ∗ p⃗⊥+ sinθ ∗ (p⃗⊥× r⃗)+ p⃗∥
= cosθ

(
p⃗− p⃗∥

)
+ sinθ

((
p⃗− p⃗∥

)
× r⃗
)
+ p⃗∥

= cosθ ∗ p⃗+(1− cosθ) (⃗r · p⃗) p⃗+ sinθ (p⃗× r⃗)

(A.6.4)

ここで p̃ ≡

{
0

p⃗

}
と q̃ ≡

{
cos θ

2

sin θ
2 ∗ r⃗

}
による次の演算を考えてみる。

q̃∗ p̃q̃ ≡
{

cos θ
2

−sin θ
2 ∗ r⃗

}{
0
p⃗

}{
cos θ

2
sin θ

2 ∗ r⃗

}
=

{
sin θ

2 (⃗r · p⃗)
cos θ

2 ∗ p⃗− sin θ
2 (⃗r× p⃗)

}{
cos θ

2
sin θ

2 ∗ r⃗

}
=

{
sin θ

2 cos θ
2 (⃗r · p⃗)−

(
cos θ

2 ∗ p⃗− sin θ
2 (⃗r× p⃗)

)
·
(
sin θ

2 ∗ r⃗
)

sin 2 θ
2 (⃗r · p⃗)⃗r+ cos θ

2

(
cos θ

2 ∗ p⃗− sin θ
2 (⃗r× p⃗)

)
−
(
cos θ

2 ∗ p⃗+ sin θ
2 (⃗r× p⃗)

)
×
(
sin θ

2 ∗ r⃗
)}

=

{
0

sin 2 θ
2 (⃗r · p⃗)⃗r+ cos2 θ

2 ∗ p⃗−2sin θ
2 cos θ

2 (⃗r× p⃗)− sin 2 θ
2 (⃗r× p⃗× r⃗)

}
(
∵ (⃗r× p⃗) · r⃗ = 0⃗

)
=

{
0

sin 2 θ
2 (⃗r · p⃗)⃗r+ cos2 θ

2 ∗ p⃗−2sin θ
2 cos θ

2 (⃗r× p⃗)− sin 2 θ
2 ((⃗r · r⃗) p⃗− (⃗r · p⃗)⃗r)

}
(∵ r⃗× p⃗× r⃗ = (⃗r · r⃗) p⃗− (⃗r · p⃗)⃗r)

=

{
0

2sin 2 θ
2 (⃗r · p⃗)⃗r+

(
cos2 θ

2 − sin 2 θ
2

)
p⃗−2sin θ

2 cos θ
2 (⃗r× p⃗)

}
=

{
0

cosθ ∗ p⃗+(1− cosθ)∗ (⃗r · p⃗)⃗r+ sinθ ∗ (p⃗× r⃗)

}
≡
{

0
p⃗′

}
(A.6.5)

以上の計算結果から、Quaternion p̃および q̃を用いて演算を行うことにより、 p⃗を回転した p⃗′ を求める

ことが可能であることが示された。従って、3次元ベクトルの回転は Quaternionの演算により求めること

が可能である。
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以後、

q̃ ≡
{

cos θ
2

sin θ
2 ∗ r⃗

}
(ただし、 r⃗ · r⃗ = 1)

(A.6.6)

のような形の Quaternion q̃を回転 Quaternionと呼ぶことにする。

回転 Quaternionの性質として、回転 Quaternion q̃に対してその共役 Quaternion q̃∗ は

q̃∗ ≡
{

cos θ
2

sin θ
2 ∗ r⃗

}
∗

=

{
cos θ

2
−sin θ

2 ∗ r⃗

}
=

{
cos −θ

2
sin −θ

2 ∗ r⃗

} (A.6.7)

すなわち共役を考えることにより、逆回転を表現することができることが示された。

A.7 Quaternionによる回転の合成

前項 A.6では、Quaternionにより 3次元ベクトルの回転が可能であることを示したが、Quaternionを

用いることにより回転の合成を行うことも可能である。

例えば、回転 Quaternion q̃1 と q̃2 が存在したとする。そのとき、

{
0

p⃗

}
を q̃1 で回転したあと、q̃2 で回

転した

{
0

p⃗′

}
は、 {

0
p⃗′

}
= q̃∗2

(
q̃∗1

{
0
p⃗

}
q̃1

)
q̃2

= (q̃∗1q̃∗2)
{

0
p⃗

}
(q̃1q̃2)

= (q̃1q̃2)
∗
{

0
p⃗

}
(q̃1q̃2)

≡ q̃∗12

{
0
p⃗

}
q̃12 (q̃12 ≡ q̃1q̃2)

(A.7.1)

で求めることが可能である。すなわち、 q̃12 ≡ q̃1q̃2 なる回転 Quaternionを考えればよい。

A.8 Quaternionの時間微分

Quaternion q̃の時間微分は次の演算により求められることが知られている。

d
dt

q̃ ≡ ˙̃q =
1
2


0ω1

ω2
ω3


 q̃ (A.8.1)
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ここで


ω1

ω2

ω3

は 3軸まわりの回転角速度を意味する。

A.9 回転 Quaternionと Direction Cosine Matrixの関係

A.6で回転Quaternionにより 3次元ベクトルの回転が行えることを示したが、本章の冒頭にてDirection

Cosine Matrix(DCM)によっても 3次元ベクトルの回転が行えることを述べた。実際、両者には以下の関

係が存在する。

回転 Quaternionを q̃ ≡


q0

q1

q2

q3

とすれば、対応する DCM Cは、

C =

q2
0 +q2

1 −q2
2 −q2

3 2(q1q2 +q0q3) 2(q1q3 −q0q2)
2(q1q2 −q0q3) q2

0 −q2
1 +q2

2 −q2
3 2(q2q3 +q0q1)

2(q1q3 +q0q2) 2(q2q3 −q0q1) q2
0 −q2

1 −q2
2 +q2

3

 (A.9.1)

であり、 {
0
p⃗′

}
= q̃∗

{
0
p⃗

}
q̃ (A.9.2)

ならば、
p⃗′ =Cp⃗ (A.9.3)

である。



106

付録 B

Coordinate Systems

本研究で取り扱う座標系は次の 5つの座標系である。

1. Earth-Centered Inetial Frame (以下、i-Frameとも表記)

2. Earth-Centered, Earth-Fixed Frame (同、e-Frame)

3. Body Frame (同、b-Frame)

4. Local Geodetic Frame (同、g-Frame)

5. Navigation Frame (Wander Azimuth Frame) (同、n-Frame)

すべて右手系の直交座標系を採用することにし、図 B.1のように ( X 軸- Y 軸- Z 軸)を定める。表記につ

いては、例えば X i 軸と書いた場合、i-Frameにおける X 軸を表すとする。

X

Y

Z

図 B.1: 右手座標系

以下、これらの座標系について説明を行う。また各座標系間の変換についても言及する。
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B.1 Earth-Centered Inertial Frame (i-Frame)

Newtonの法則が成り立つ慣性座標系のうち、地球中心を原点とし、地球の自転軸と平行になるよう Zi

軸を定めた右手系直交座標系を Earth-Centered Inertial Frame(i-Frame)とする。

B.2 Earth-Centered, Earth-Fixed Frame (e-Frame)

地球中心を原点とし、 Xe 軸を緯度 0◦、経度 0◦ 方向とし、かつ地球の自転軸と平行になるように Ze 軸

を定めた地球固定の右手系直交座標系を Eeath-Centered, Earth-Fixed Frame(e-Frame)とする。

B.3 Local Geodetic Frame (g-Frame)

機体を原点とし、北方向を Xg 軸とし、地球による重力方向を Zg 軸とした右手形直交座標系を Local

Geodetic Frame(g-Frame)とする。すなわち Y g 軸は東方向を向く。

図 B.2: e-Frameと g-Frame

この座標系の特徴を示すために、( Xg 軸- Y g 軸- Zg 軸)を (North-East-Down)の頭文字をとって ( N 軸-

E 軸- D軸)とも表記することにする。 N 軸と E 軸がつくる平面は地表面に対して平行である。

B.4 Navigation Frame (Wander Azimuth Frame) (n-Frame)

機体を原点とし、地球による重力方向を Zn軸とした右手形直交座標系を Navigation Frame(g-Frame)と

する。g-Frameを Zg軸、すなわち D軸を中心に α radだけ回転したとき、この座標系、すなわち n-Frame
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に一致するものとする。この角度を Azimuth角と呼び、次式によって定義される。

α̇ = λ̇ sinϕ (B.4.1)

ただし λ̇、 ϕ はそれぞれ経度の時間変化、緯度をあらわすものとする。
なおこのような座標系を導入したのは極地方において特異点を発生することなく演算を行うためで

ある。

図 B.3: g-Frameと n-Frame

B.5 Body Frame (b-Frame)

機体を原点とし、機体の進行方向を Xb 軸、機体の揚力方向を Zb 軸とした右手系直交座標系を Body

Frame(b-Frame)とする。b-Frameにおいて、Xb 軸まわりの回転をロール、Y b 軸まわりの回転をピッチ、

Zb 軸まわりの回転をヨーという。なお、本研究で開発したシステムでは、この座標系に対して慣性セン

サを固定する方式をとっている。

B.6 座標変換の表記

各座標系間の変換は付録 Aで言及した Quaternionによって行う。それにあたって表 B.1の表記を導入

する。

式 (A.6.7)より共役 Quaternionは逆回転を表現する。従って、例えば

q̃e
i = q̃i

e
∗ (B.6.1)

の関係がある。また、式 (A.7.1)より、例えば

q̃b
i = q̃e

i q̃b
e = q̃e

i q̃n
e q̃b

n (B.6.2)



付録 B Coordinate Systems 109

図 B.4: n-Frameと b-Frame

表 B.1: 座標変換の表記
PPPPPPPPPP変換元

変換先
i-Frame e-Frame g-Frame n-Frame b-Frame

i-Frame q̃e
i q̃g

i q̃n
i q̃b

i

e-Frame q̃i
e q̃g

e q̃n
e q̃b

e

g-Frame q̃i
g q̃e

g q̃n
g q̃b

g

n-Frame q̃i
n q̃e

n q̃g
n q̃b

n

b-Frame q̃i
b q̃g

b q̃n
b q̃e

b

B.7 i-Frameと e-Frameの関係

i-Frame と e-Frame は原点が一致し、e-Frame は i-Frame に対して Zi 軸に対して、自転周期 (Earth

Rate、 Ωe/i と表記)で回転している。すなわち、式 (A.8.1)から

˙̃qe
i =

1
2


0 0
0

Ωi/e


 q̃n

i (B.7.1)

i-Frameと e-Frameは Zi 軸と Ze 軸が一致するから、以下の関係も成立する。

ω⃗e
i/e = ω⃗ i

i/e =

 0
0

Ωi/e

 (B.7.2)
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B.8 e-Frameと g-Frameの関係

e-Frameと g-Frameは、e-Frameを以下の手順で操作することによって、その軸が g-Frameの軸と平行

になる。(図 B.2参照)

1. n-Frameの原点位置を東経 λ radとすれば、 λ radだけ Ze 軸に沿って ( Xe 軸- Y e 軸- Ze 軸)を回

転する。回転した結果 ( Xe 軸- Y e 軸- Ze 軸)は ( Xe′ 軸- Y e′ 軸- Ze′ 軸)になったとする。

2. g-Frameの原点位置を北緯 ϕ radとすれば、−ϕ radだけ Y e′ 軸に沿って ( Xe′ 軸- Y e′ 軸- Ze′ 軸)を

回転する。回転の結果 ( Xe′ 軸- Y e′ 軸- Ze′ 軸)は ( Xe′′ 軸- Y e′′ 軸- Ze′′ 軸)になったとする。

3. Y e′′ 軸に対して Xe′′ 軸、 Ze′′ 軸を −90◦ 回転する。結果、回転された ( Xe′′ 軸- Y e′′ 軸- Ze′′ 軸)は (

N 軸- E 軸- D軸)に一致する。

この手順を、Quaternion を用いて数式的に説明する。なお、例えば
(
q̃g

e
)

1 は操作 1 における回転

Quaternionとする。

(q̃g
e)1 =


cos λ

2

sin λ
2 ∗

0
0
1


=


cos λ

2
0
0

sin λ
2

 (B.8.1)

(q̃g
e)2 =


cos −ϕ

2

sin −ϕ
2 ∗

0
1
0


=


cos −ϕ

2
0

sin −ϕ
2

0

 (B.8.2)

(q̃g
e)3 =


cos −90◦

2

sin −90◦
2 ∗

0
1
0


=


1√
2

0
− 1√

2
0

 (B.8.3)

式 (A.7.1)より、全ての操作を合成した回転 Quaternion q̃g
e は

q̃g
e = ((q̃g

e)1 (q̃
g
e)2 (q̃

g
e)3)

=


cos λ

2
0
0

sin λ
2




cos −ϕ
2

0
sin −ϕ

2
0




1√
2

0
− 1√

2
0

 =
1√
2



cos λ
2

(
cos −ϕ

2 + sin −ϕ
2

)
sin λ

2

(
cos −ϕ

2 − sin −ϕ
2

)
−cos λ

2

(
cos −ϕ

2 − sin −ϕ
2

)
sin λ

2

(
cos −ϕ

2 + sin −ϕ
2

)


(B.8.4)

となる。
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B.9 g-Frameと n-Frameの関係

g-Frameを D軸を軸に α radだけ回転したものが n-Frameに一致することから、g-Frameと n-Frame

の関係は次のとおりである。(図 B.3参照)

q̃n
g =


cos α

2
0
0

sin α
2

 (B.9.1)

B.10 e-Frameと n-Frameの関係

e-Frameと n-Frameの関係は

q̃n
e = q̃g

e q̃n
g

=
1√
2



cos λ
2

(
cos −ϕ

2 + sin −ϕ
2

)
sin λ

2

(
cos −ϕ

2 − sin −ϕ
2

)
−cos λ

2

(
cos −ϕ

2 − sin −ϕ
2

)
sin λ

2

(
cos −ϕ

2 + sin −ϕ
2

)




cos α

2
0
0

sin α
2



=
1√
2



cos λ+α
2

(
cos −ϕ

2 + sin −ϕ
2

)
sin λ−α

2

(
cos −ϕ

2 − sin −ϕ
2

)
−cos λ−α

2

(
cos −ϕ

2 − sin −ϕ
2

)
sin λ+α

2

(
cos −ϕ

2 + sin −ϕ
2

)



(B.10.1)

である。これより

ϕ = arcsin
{
−(qn

e)0
2 +(qn

e)1
2 +(qn

e)2
2 − (qn

e)3
2}= arcsin

{
1−2

(
(qn

e)0
2 +(qn

e)3
2)} (B.10.2)

λ = arctan
(qn

e)3

(qn
e)0

− arctan
(qn

e)1

(qn
e)2

(B.10.3)

α = arctan
(qn

e)3

(qn
e)0

+ arctan
(qn

e)1

(qn
e)2

(B.10.4)

すなわち q̃n
e から緯度 ϕ、経度 λ、Azimuth角 α を知ることができる。

また式に三角関数を必要とするものが多いことから、ここでその関係を述べておく。まず ϕ は、

sinϕ = 1−2
(
(qn

e)0
2 +(qn

e)3
2) (B.10.5)

cos2 ϕ = 1− sin2 ϕ

= 1−
(
1−2

(
(qn

e)0
2 +(qn

e)3
2))2

= 4
(
(qn

e)0
2 +(qn

e)3
2)−4

(
(qn

e)0
2 +(qn

e)3
2)2

= 4
(
(qn

e)0
2 +(qn

e)3
2)(1− ((qn

e)0
2 +(qn

e)3
2))

= 4
(
(qn

e)0
2 +(qn

e)3
2)((qn

e)1
2 +(qn

e)2
2)

(B.10.6)
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cosϕ = 2
√

(qn
e)02 +(qn

e)32
√
(qn

e)12 +(qn
e)22 (≧ 0) (B.10.7)

次に λ は

tanλ = tan
(

arctan
(qn

e)3

(qn
e)0

− arctan
(qn

e)1

(qn
e)2

)

=
tan
(

arctan (qn
e)3

(qn
e)0

)
− tan

(
arctan (qn

e)1
(qn

e)2

)
1+ tan

(
arctan (qn

e)3
(qn

e)0

)
tan
(

arctan (qn
e)1

(qn
e)2

)
=

(qn
e)3

(qn
e)0

− (qn
e)1

(qn
e)2

1+ (qn
e)3

(qn
e)0

(qn
e)1

(qn
e)2

=
(qn

e)3(qn
e)2 − (qn

e)1(qn
e)0

(qn
e)0(qn

e)2 +(qn
e)3(qn

e)1

(B.10.8)

cos2 λ =
1

1+ tan2 λ

=
1

1+ {(qn
e)3(qn

e)2−(qn
e)1(qn

e)0}2

{(qn
e)0(qn

e)2+(qn
e)3(qn

e)1}2

=
{(qn

e)0(qn
e)2 +(qn

e)3(qn
e)1}2

{(qn
e)0(qn

e)2 +(qn
e)3(qn

e)1}2 +{(qn
e)3(qn

e)2 − (qn
e)1(qn

e)0}2

=
{(qn

e)0(qn
e)2 +(qn

e)3(qn
e)1}2

{(qn
e)0(qn

e)2}2 +{(qn
e)3(qn

e)1}2 +{(qn
e)3(qn

e)2}2 +{(qn
e)1(qn

e)0}2

=
{(qn

e)0(qn
e)2 +(qn

e)3(qn
e)1}2

{(qn
e)02 +(qn

e)32}2 {(qn
e)12 +(qn

e)22}2

(B.10.9)

cosλ =− (qn
e)0(qn

e)2 +(qn
e)3(qn

e)1√
(qn

e)02 +(qn
e)32

√
(qn

e)12 +(qn
e)22

(B.10.10)

sin2 λ =
tan2 λ

1+ tan2 λ

=
{(qn

e)3(qn
e)2 − (qn

e)1(qn
e)0}2

{(qn
e)02 +(qn

e)32}2 {(qn
e)12 +(qn

e)22}2

(B.10.11)

sinλ =
(qn

e)0(qn
e)1 − (qn

e)2(qn
e)3√

(qn
e)02 +(qn

e)32
√

(qn
e)12 +(qn

e)22
(B.10.12)

最後に α は

tanα = tan
(

arctan
(qn

e)3

(qn
e)0

+ arctan
(qn

e)1

(qn
e)2

)

=

(qn
e)3

(qn
e)0

+ (qn
e)1

(qn
e)2

1− (qn
e)3

(qn
e)0

(qn
e)1

(qn
e)2

=
(qn

e)0(qn
e)1 +(qn

e)2(qn
e)3

(qn
e)0(qn

e)2 − (qn
e)1(qn

e)3

(B.10.13)

cosα =
(qn

e)1(qn
e)3 − (qn

e)0(qn
e)2√

(qn
e)02 +(qn

e)32
√

(qn
e)12 +(qn

e)22
(B.10.14)
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sinα =
(qn

e)0(qn
e)1 +(qn

e)2(qn
e)3√

(qn
e)02 +(qn

e)32
√

(qn
e)12 +(qn

e)22
(B.10.15)

B.11 n-Frameと b-Frameの関係

n-Frameと b-Frameの関係は機体の現在の姿勢に相当する。n-Frameをオイラー角 yawing Ψ、pitching

Θ、rolling Φの順で回転させたときに b-Frameに一致する (図 B.4参照)から

q̃b
n =


cos Ψ

2

sin Ψ
2

0
0
1





cos Θ
2

sin Θ
2

0
1
0





cos Φ
2

sin Φ
2

1
0
0




=


cos Ψ

2 cos Θ
2 cos Φ

2 + sin Ψ
2 sin Θ

2 sin Φ
2

cos Ψ
2 cos Θ

2 sin Φ
2 − sin Ψ

2 sin Θ
2 cos Φ

2
cos Ψ

2 sin Θ
2 cos Φ

2 + sin Ψ
2 cos Θ

2 sin Φ
2

sin Ψ
2 cos Θ

2 cos Φ
2 − cos Ψ

2 sin Θ
2 sin Φ

2


(B.11.1)

また逆に q̃b
n がわかれば

Ψ = arctan
2
(
(qb

n)1(qb
n)2 +(qb

n)0(qb
n)3
)

(qb
n)02 +(qb

n)12 − (qb
n)22 − (qb

n)32 (B.11.2)

Θ = arcsin
(

2
(
(qb

n)0(qb
n)2 − (qb

n)1(qb
n)3

))
(B.11.3)

Φ = arctan
2
(
(qb

n)2(qb
n)3 +(qb

n)0(qb
n)1
)

(qb
n)02 − (qb

n)12 − (qb
n)22 +(qb

n)32 (B.11.4)

である。
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付録 C

Earth Model(WGS-84)

本研究で構築する航法システムは地球での航行をターゲットとしている。従って、INSを用いるにあた

り地球の曲率、および重力を数値的に計算できるようモデル化する必要がある。本研究では、現在一般的

に採用されている地球の数値計算モデルであるWGS-84を採用することにした。そこで本章では、地球

の数値計算モデルについて、およびWGS-84について言及する。

C.1 楕円モデル

一般に地球の数値計算モデルを考える際は、自転軸通るように地球を切った切り口で考えられる。その

切り口の形を楕円と近似することによって地球の数値計算モデルを構築することが容易となる。本項で

は、楕円の性質について説明する。

図 C.1: 地球モデル

楕円は一般に次の式で表される。
β 2

r2
e
+

z2

r2
p
= 1 (C.1.1)
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両辺微分して
2βdβ

r2
e

+
2zdz
r2

p
= 0 (C.1.2)

すなわち
dz
dβ

=−
br2

p

zr2
e

(C.1.3)

図より緯度 ϕ と dz
dβ の関係は、

dz
dβ

= tan
(π

2
+ϕ
)
=− 1

tanϕ
(C.1.4)

従って、

− 1
tanϕ

=−
β r2

p

zr2
e

(C.1.5)

ここで、離心率 ε なる変数

ε =

(
1−

r2
p

r2
e

) 1
2

(C.1.6)

を導入すれば、
r2

p

r2
e
=−

(
ε2 −1

)
(C.1.7)

より
z
β

=
(
1− ε2) tanϕ (C.1.8)

この式と (C.1.1)から、 zを消去すると、

β =
re cosϕ(

1− ε2 sin2 ϕ
) 1

2
(C.1.9)

同様に β を消去すれば、

z =
re
(
1− ε2

)
sinϕ(

1− ε2 sin2 ϕ
) 1

2
(C.1.10)

C.2 南北方向ならびに東西方向の曲率半径

前節で述べた数値計算モデルの南北方向 (経線上)の極率半径は次の式で与えられる。

Rmeridian =

(
1+
(

dz
dβ

)2
) 3

2

d2z
dβ 2

(C.2.1)

ここで (C.1.3)を β で微分すれば、
d2z
dβ 2 =−

r4
p

r2
e z3 (C.2.2)
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であるから、これと (C.1.3)、(C.1.8)、(C.1.9)より

Rmeridian =
re
(
1− ε2

)
(
1− ε2 sin2 ϕ

) 3
2

(C.2.3)

また東西方向の極率半径は次の式で与えられる。

Rnormal =
β

cosϕ
(C.2.4)

従って (C.1.9)より
Rnormal =

re(
1− ε2 sin2 ϕ

) 1
2

(C.2.5)

C.3 重力

地球上で重力として観測されるものは 2つに分離することが可能である。すなわち、万有引力と遠心力

である。遠心力は地球は慣性系に対して、Earth Rate(Ωi/e)で回転しているために発生する力である。

i-Frameに対して万有引力 G⃗i は次の式で与えられる。

G⃗i =


− µ

R2

(
1+ 3

2 J2
( re

R

)2
(

1−5
( z

R

)2
))

x
R + · · ·

− µ
R2

(
1+ 3

2 J2
( re

R

)2
(

1−5
( z

R

)2
))

y
R + · · ·

− µ
R2

(
1+ 3

2 J2
( re

R

)2
(

3−5
( z

R

)2
))

y
R + · · ·


(
ただし R =

√
x2 + y2 + z2

) (C.3.1)

i-Frameに対して遠心力 g⃗CF は次の式で与えられる。

g⃗CF =−Ωe/iΩe/i⃗r
i (C.3.2)

従って両者を加えて、重力 g⃗i は
g⃗i = G⃗i −Ωe/iΩe/i⃗r

i (C.3.3)

C.4 WGS-84

本研究で採用する地球の数値計算モデル、WGS-84の定数は表 (C.1)によって与えられる。

WGS-84における南北方向、東西方向の極率半径はそれぞれ (C.2.3)、(C.2.5)に必要な定数を代入する

ことによって求められる。

また重力はWGS-84では以下の式で与えられる。

g = gWGS0

(
1+gWGS1 sin2 ϕ

)
(
1− ε2 sin2 ϕ

) 1
2

(C.4.1)
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表 C.1: WGS-84の定数

赤道半径 (re) 6378137 m

自転速度 (Earth Rate、Ωe/i) 7.292115×10−5 rad/s

地球重力定数 (µ) 3.986005×1014 m3/s2

地球重力第二定数 (J2) 1.08263×10−3

平滑度 ( f ) 298.257223563

極半径 (rp) 6356752.3142 m

第一偏心性 (ε) 0.0818191908426

赤道上重力 (gWGS0 ) 9.7803267714 m/s2

重力公式定数 (gWGS1 ) 0.00193185138639
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付録 D

Euler角による Loose coupling
INS/GPSアルゴリズム

本章では一般的な位置を Euler 角、すなわち緯度 ϕ、経度 λ、Azimuth 角 α で表わした場合の Loose

coupling INS/GPSアルゴリズムを記す。本文の構成にならい、システム方程式、観測方程式、誤差シス

テム方程式、誤差観測方程式の順に示す。Kalman Filterとの統合は第 3.5と同じであるので、ここでは割

愛する。

D.1 システム方程式

システム方程式における状態量 xは

x ≡



˙⃗rn
e

ϕ
λ
α
h
q̃b

n

 (D.1.1)

であり、入力 uは

u ≡

 a⃗b

ω⃗b
b/i

g⃗n

 (D.1.2)

である。以下、速度 ˙⃗rn
e、位置 ϕ ,λ ,α,h、姿勢 q̃b

n について見ていく。

D.1.1 速度の方程式

速度の方程式の導出は 3.3.1章と同じである。従って速度の方程式は式 (3.3.18)に倣い

d
dt

{
0
˙⃗rn
e

}
= q̃n

b
∗
{

0
a⃗b

}
q̃n

b +

{
0
g⃗n

}
−

{
0(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e

}
−

{
0

DCM [ϕ ,λ ,α]
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

))} (D.1.3)
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となる。ここで ω⃗n
e/i は

ω⃗n
e/i = DCM [ϕ ,λ ,α] ω⃗e

e/i = DCM [ϕ ,λ ,α]

 0
0

Ωe/i

 (D.1.4)

である。また ω⃗n
n/e は

ω⃗n
n/e ≡

ρX
ρY
0



=


( ˙⃗rn

e)Y

(
cosα2

Rnormal+h +
sinα2

Rmeridian+h

)
+( ˙⃗rn

e)X cosα sinα
(

1
Rnormal+h −

1
Rmeridian+h

)
−( ˙⃗rn

e)X

(
cosα2

Rmeridian+h +
sinα2

Rnormal+h

)
+( ˙⃗rn

e)Y cosα sinα
(

1
Rmeridian+h −

1
Rnormal+h

)
0

(∵ (3.3.35))

(D.1.5)

である。さらに DCM [ϕ ,λ ,α]は ϕ ,λ ,α から生成した e-Frameから n-Frameへの回転行列であり、

DCM [ϕ ,λ ,α]

=

−cosα sinϕ cosλ − sinα sinλ −cosα sinϕ sinλ + sinα cosλ cosα cosϕ
sinα sinϕ cosλ − cosα sinλ sinα sinϕ sinλ + cosα cosλ −sinα cosϕ

−cosϕ cosλ −cosϕ sinλ −sinϕ

 (D.1.6)

である。また ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)
は式 (3.3.36)より

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)
= Ωe/i

2(Rnormal +h)cosϕ

−cosλ
−sinλ

0

 (D.1.7)

である。

D.1.2 位置の方程式

位置の方程式であるが、緯度 ϕ、経度 λ、高度 hについては参考文献 [1]の pp.52, 57より

dϕ
dt

=−cosαρY − sinαρX (D.1.8)

dλ
dt

=
−sinαρY + cosαρX

cosϕ
(D.1.9)

dα
dt

≡ λ̇ sinϕ =
dλ
dt

sinϕ (D.1.10)

また高度 hの方程式は式 (3.3.39)と同じく

d
dt

h =−vD ≡−(ṙn
e)Z (D.1.11)

である。
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D.1.3 姿勢の方程式

姿勢の方程式は式 (3.3.43)と等しく

˙̃qb
n =

1
2

[
q̃b

n

{
0

ω⃗b
b/i

}
−
({

0
ω⃗n

e/i

}
+

{
0

ω⃗n
n/e

})
q̃b

n

]
(D.1.12)

である。

D.2 観測方程式

観測量 zは、GPSが出力する位置情報ならびに速度情報で構成される。すなわち

z ≡


˙⃗rn
e

ϕ
λ
h


GPS

(D.2.1)

であり、観測方程式は

z =


I 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0




˙⃗rn
e

ϕ
λ
α
h
q̃b

n

+ v

≡ Hx+ v

(D.2.2)

である。vはホワイトノイズである。

D.3 誤差システム方程式

システムの誤差 ∆xは

∆x ≡


∆ ˙⃗rn

e
∆ϕ
∆λ
∆α
∆h
∆⃗ub

n

 (D.3.1)

であり、入力の誤差 ∆uは

∆u ≡

 ∆⃗ab

∆ω⃗b
b/i

∆⃗gn

 (D.3.2)

である。ここで q̃b
n の誤差が微小誤差ベクトル要素 ∆⃗ub

n であることに注意されたい。

以降、システム方程式を誤差について線形化していくと次のようになる。
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D.3.1 速度の誤差方程式

速度の方程式 (D.1.3)を誤差 ∆ ˙⃗rn
e について求めると

d
dt

∆ ˙⃗rn
e = DCM

[
q̃b

n
∗
]

∆⃗ab −2DCM
[
q̃b

n
∗
]

a⃗b × ∆⃗ub
n + ∆⃗gn

+ ˙⃗rn
e ×
(

2∆ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

n/e

)
−
(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
×∆ ˙⃗rn

e

−∆DCM [ϕ ,λ ,α]
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

))
−DCM [ϕ ,λ ,α]∆

(
ω⃗e

e/i ×
(

ω⃗e
e/i × r⃗e

)) (D.3.3)

となる。以下、第 3項 (∆⃗gn )までは第 3章と同じなので第 4項以降について順に見ていく。

まず第 4項の ∆ω⃗n
e/i であるが

∆ω⃗n
e/i = ∆

DCM [ϕ ,λ ,α]

 0
0

Ωe/i


= (∆DCM [ϕ ,λ ,α])

 0
0

Ωe/i

 (D.3.4)

である。ここで ∆DCM [ϕ ,λ ,α]を計算すると

∆DCM [ϕ ,λ ,α] =

−cαcϕcλ −cαsϕsλ −cαsϕ
sαcϕcλ sαcϕsλ sαsϕ

sϕcλ sϕsλ −cϕ

∆ϕ

+

 (cαsϕsλ − sαcλ ) (cαsϕcλ + sαsλ ) 0
−(sαsϕsλ + cαcλ ) (sαsϕcλ − cαsλ ) 0

cϕsλ −cϕcλ 0

∆λ

+

(sαsϕcλ − cαsλ ) (sαsϕsλ + cαcλ ) −sαcϕ
(cαsϕcλ + sαsλ ) (cαsϕsλ − sαcλ ) −cαcϕ

0 0 0

∆α

(D.3.5)

となるから

∆ω⃗n
e/i = (∆DCM [ϕ ,λ ,α])

 0
0

Ωe/i


= Ωe/i

−cαsϕ 0 −sαcϕ
sαsϕ 0 −cαcϕ
−cϕ 0 0

∆ϕ
∆λ
∆α

 (D.3.6)

よって

˙⃗rn
e ×2∆ω⃗n

e/i = 2Ωe/i

 0 −( ˙⃗rn
e)Z ( ˙⃗rn

e)X

( ˙⃗rn
e)Z 0 −( ˙⃗rn

e)X

−( ˙⃗rn
e)Y ( ˙⃗rn

e)X 0

−cαsϕ 0 −sαcϕ
sαsϕ 0 −cαcϕ
−cϕ 0 0

∆ϕ
∆λ
∆α


= 2Ωe/i

−sαsϕ( ˙⃗rn
e)Z − cϕ( ˙⃗rn

e)Y 0 cαcϕ( ˙⃗rn
e)Z

−cαsϕ( ˙⃗rn
e)Z + cϕ( ˙⃗rn

e)X 0 −sαcϕ( ˙⃗rn
e)Z

cαsϕ( ˙⃗rn
e)Y + sαsϕ( ˙⃗rn

e)X 0 sαcϕ( ˙⃗rn
e)Y − cαcϕ( ˙⃗rn

e)Y

∆ϕ
∆λ
∆α


(D.3.7)
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また第 4項の ∆ω⃗n
n/e がある部分については式 (3.5.15)より

∆ρX ≡ ∆(ω⃗n
n/e)X =

1
re +h

∆(ṙn
e)Y − (ṙn

e)Y

(re +h)2 ∆h (D.3.8)

∆ρY ≡ ∆(ω⃗n
n/e)Y =− 1

re +h
∆(ṙn

e)X +
(ṙn

e)X

(re +h)2 ∆h (D.3.9)

であるから

˙⃗rn
e ×∆ω⃗n

n/e =

 0 −( ˙⃗rn
e)Z ( ˙⃗rn

e)Y
( ˙⃗rn

e)Z 0 −( ˙⃗rn
e)X

−( ˙⃗rn
e)Y ( ˙⃗rn

e)X 0

∆ρX
∆ρY

0


=

 −( ˙⃗rn
e)Z∆ρY

( ˙⃗rn
e)Z∆ρX

−( ˙⃗rn
e)Y ∆ρX +( ˙⃗rn

e)X ∆ρY



=


( ˙⃗rn

e )Z
re+h ∆( ˙⃗rn

e)X − ( ˙⃗rn
e )X ( ˙⃗rn

e )Z
(re+h)2 ∆h

( ˙⃗rn
e )Z

re+h ∆( ˙⃗rn
e)Y − ( ˙⃗rn

e )Y (
˙⃗rn
e )Z

(re+h)2 ∆h

− ( ˙⃗rn
e )X

re+h ∆( ˙⃗rn
e)X − ( ˙⃗rn

e )Y
re+h ∆( ˙⃗rn

e)Y + ( ˙⃗rn
e )X

2+( ˙⃗rn
e )Y

2

(re+h)2 ∆h



(D.3.10)

第 5項、第 6項は今まで述べてきたことをふまえて行列演算を行えば求める。

第 7項は ∆
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

))
が

∆
(

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

))
= Ωe/i

2∆

(Rnormal +h)cosϕ

−cosλ
−sinλ

0


= Ωe/i

2 cosϕ

−cosλ
−sinλ

0

∆h

−Ωe/i
2(Rnormal +h)sinϕ

−cosλ
−sinλ

0

∆ϕ

+Ωe/i
2(Rnormal +h)cosϕ

 sinλ
−cosλ

0

∆λ

(D.3.11)

ことを利用すればよい。

D.3.2 位置の誤差方程式

位置の方程式の Euler角の式 (D.1.8)、(D.1.9)、(D.1.10)を誤差 ∆ϕ、 ∆λ、 ∆α について求めると

d
dt

∆ϕ = sinα(ω⃗n
n/e)Y ∆α − cosα∆(ω⃗n

n/e)Y − cosα(ω⃗n
n/e)X ∆α − sinα∆(ω⃗n

n/e)X

=
(

sinα(ω⃗n
n/e)Y − cosα(ω⃗n

n/e)X

)
∆α

+
cosα
re +h

∆(ṙn
e)X − sinα

re +h
∆(ṙn

e)Y +

(
− (ṙn

e)X cosα
(re +h)2 +

(ṙn
e)Y sinα
(re +h)2

)
∆h

(D.3.12)
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d
dt

∆λ =
−cosαρY ∆α − sinα∆(ω⃗n

n/e)Y − sinαρX ∆α + cosα∆(ω⃗n
n/e)X

cosϕ

+
−(λ̇ cosϕ)sinϕ

cosϕ 2 ∆ϕ

=
−cosαρY − sinαρX

cosϕ
∆α

+
sinα

(re +h)cosϕ
∆(ṙn

e)X +
cosα

(re +h)cosϕ
∆(ṙn

e)Y

− sinα(ṙn
e)X + cosα(ṙn

e)Y

(re +h)2 cosϕ
∆h

− λ̇ tanϕ∆ϕ

(D.3.13)

d
dt

∆α = sinϕ∆λ̇ + λ̇ cosϕ∆ϕ (D.3.14)

となる。

残りの高度 hについては式 (3.5.25)と等しく

d
dt

∆h =−∆(ṙn
e)Z (D.3.15)

である。

D.3.3 姿勢の誤差方程式

姿勢の方程式 (D.1.12)を微小誤差ベクトル要素 ∆⃗ub
n について求めると

d
dt

∆⃗ub
n =

1
2

{
DCM

[
q̃b

n
∗
]

∆ω⃗b
b/i −∆ω⃗n

e/i −∆ω⃗n
n/e −2(ω⃗n

e/i + ω⃗n
n/e)× ∆⃗ub

n

}
(D.3.16)

となる。各項については今まで述べてきたことから求めることが可能である。

D.4 誤差観測方程式

誤差観測方程式は位置の表現に Quaternionを用いたときと異なり、単純に式 (3.5.3)を適用するだけで

ある。よって

z−Hx̄ ≡


˙⃗rn
e

ϕ
λ
h


GPS

−


I 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0




˙⃗rn
e

ϕ
λ
α
h
q̃b

n


x̄

=−


I 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0


︸ ︷︷ ︸

≡H∆=H


∆ ˙⃗rn

e
∆ϕ
∆λ
∆α
∆h
∆⃗ub

n

+ v

(D.4.1)
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となる。

D.5 Kalman Filterとの統合

D.5.1 Time Update

D.5.2 Measurement Update
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付録 E

単純線形化による Loose coupling
INS/GPSアルゴリズム

Kalman Filterを用いて Loose coupling INS/GPSアルゴリズムを構成する場合、3.5節で述べたとおり、

システム方程式は非線形、観測方程式は線形である。そこで状態量の推定値 x̂ とその真値 x の微小誤差

∆xを考え、システム方程式を誤差について単純に線形化した誤差システム方程式、同じく誤差について

導いた誤差観測方程式を導入し、Kalman Filterを適用するのが一般的である。この場合、状態量 ∆xは

∆x ≡


∆ ˙⃗rn

e
∆q̃n

e
∆h
∆q̃b

n

 (E.0.1)

誤差システム方程式の入力 ∆uは

∆u ≡

 ∆⃗ab

∆ω⃗b
b/i

∆⃗gn

 (E.0.2)

となる。

本章では単純に線形化を行った場合の誤差システム方程式、並びに誤差観測方程式を示す。なおKalman

Filterとの統合は第 3.5と同じであるので、ここでは割愛する。

E.1 誤差システム方程式

システム方程式は 3.3節にある INSの慣性航法方程式である。すなわち速度の方程式 (3.3.18)、位置の

方程式 (3.3.38), (3.3.39)、姿勢の方程式 (3.3.43)であり、誤差システム方程式はこれらを誤差について線

形化することによって得られる。

以下、順に見ていく。

E.1.1 速度の方程式

速度の方程式 (3.3.18)について考えると以下のようになる。
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d
dt

{
0

∆ ˙⃗rn
e

}
=

d
dt

({
0

˙⃗rn
e +∆ ˙⃗rn

e

}
−
{

0
˙⃗rn
e

})
=

[(
q̃b

n +∆q̃b
n

){ 0
a⃗b + ∆⃗ab

}(
q̃b

n +∆q̃b
n

)
∗+

{
0

g⃗n + ∆⃗gn

}
−

{
0(

2
(

ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

e/i

)
+
(

ω⃗n
n/e +∆ω⃗n

n/e

))
×
( ˙⃗rn

e +∆ ˙⃗rn
e
)}

− (q̃n
e +∆q̃n

e)
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × (⃗re + ∆⃗re)
)}

(q̃n
e +∆q̃n

e)

]

−
[

q̃b
n

{
0
a⃗b

}
q̃b

n
∗+

{
0
g⃗n

}
−

{
0(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e

}

− q̃n
e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)} q̃n
e

]

(E.1.1)

d
dt

{
0

∆ ˙⃗rn
e

}
= ∆q̃b

n

{
0
a⃗b

}
q̃b

n
∗+ q̃b

n

{
0
a⃗b

}
∆q̃b

n
∗+ q̃b

n

{
0

∆⃗ab

}
q̃b

n
∗+

{
0

∆⃗gn

}
−

{
0(

2∆ω⃗n
e/i +∆ω⃗n

n/e

)
× ˙⃗rn

e +
(

2ω⃗n
e/i + ω⃗n

n/e

)
×∆ ˙⃗rn

e

}

− q̃n
e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × ∆⃗re

)} q̃n
e

−∆q̃n
e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)} q̃n
e − q̃n

e
∗

{
0

ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × r⃗e

)}∆q̃n
e

(E.1.2)

ここで

• ∆ω⃗n
e/i は (3.3.19)、 (3.3.20)より ω⃗e/i は地球の自転速度であるから一定と考え{

0
∆ω⃗n

e/i

}
= (q̃n

e +∆q̃n
e)

∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}
(q̃n

e +∆q̃n
e)− q̃n

e
∗
{

0
ω⃗ i

e/i

}
q̃n

e (E.1.3)
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• ω⃗n
n/e が (3.3.35)、(3.3.26)、(3.3.24)、(3.3.25)から以下のように近似できる。{

0
ω⃗n

n/e

}
= q̃n

g
∗
{

0
ω⃗g

n/e

}
q̃n

g

= q̃n
g
∗


0 vE

Rnormal+h
− vN

Rmeridian+h
0


 q̃n

g ≈ q̃n
g
∗


0

1
re+h

 vE
−vN

0


 q̃n

g

=
1

re +h
q̃n

g
∗q̃g

n
∗


0 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0


 q̃g

nq̃n
g

(∵ Zg 軸と Zn 軸は一致)

=
1

re +h


0 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0




(E.1.4)

従って ∆ω⃗n
n/e は

∆ω⃗n
n/e =

1
re +(h+∆h)

 (ṙn
e)Y +∆(ṙn

e)Y
−(ṙn

e)X −∆(ṙn
e)X

0

− 1
re +h

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0


=

1
re +h

 ∆(ṙn
e)Y

−∆(ṙn
e)X

0

− 1

(re +h)2

 (ṙn
e)Y

−(ṙn
e)X

0

∆h

(E.1.5)

• ω⃗e
e/i ×

(
ω⃗e

e/i × ∆⃗re

)
は (3.3.37)より

ω⃗e
e/i

2 ×
(

ω⃗e
e/i × ∆⃗re

)
= 2Ωe/i

2 (Rnormal +(h+∆h))(q0 +∆q0)(q2 +∆q2)+(q1 +∆q1)(q3 +∆q3)
(q3 +∆q3)(q2 +∆q2)− (q1 +∆q1)(q0 +∆q0)

0


q̃n

e

−2Ωe/i
2 (Rnormal +h)

q0q2 +q1q3
q3q2 −q1q0

0


q̃n

e

= 2Ωe/i
2


q0q2 +q1q3

q3q2 −q1q0
0


q̃n

e

∆h

+(Rnormal +h)

 q2 q3 q0 q1
−q1 −q0 q3 q2

0 0 0 0


q̃n

e

∆q̃n
e



(E.1.6)

E.1.2 位置の方程式

位置の方程式 (3.3.38)および (3.3.39)について考えると以下のようになる。
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d
dt

∆q̃n
e =

1
2
(q̃n

e +∆q̃n
e)

{
0

ω⃗n
n/e +∆ω⃗n

n/e

}
− 1

2
q̃n

e

{
0

ω⃗n
n/e

}
=

1
2

q̃n
e

{
0

∆ω⃗n
n/e

}
+

1
2

∆q̃n
e

{
0

ω⃗n
n/e

} (E.1.7)

d
dt

∆h =−((ṙn
e)Z +∆(ṙn

e)Z)− (−(ṙn
e)Z)

=−∆(ṙn
e)Z

(E.1.8)

E.1.3 姿勢の方程式

姿勢の方程式 (3.3.43)について考えると次のようになる。

d
dt

∆q̃b
n =

1
2

[(
q̃b

n +∆q̃b
n
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b/i +∆ω⃗b
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})(
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2
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−
({

0
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e/i
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{
0
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n/e

})
q̃b

n

]
=

1
2

[
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n

{
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}
+ q̃b

n

{
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b/i

}
−
({

0
ω⃗n

e/i
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+

{
0

ω⃗n
n/e

})
∆q̃b

n −
({

0
∆ω⃗n

e/i

}
+

{
0

∆ω⃗n
n/e

})
q̃b

n

]
(E.1.9)

E.1.4 誤差システム方程式

以上、速度の方程式 (E.1.1)、位置の方程式 (E.1.7) (E.1.8)、姿勢の方程式 (E.1.9)についてそれぞれ見て

きたが、まとめると以下のようになる。

d
dt

∆x = A ∆x+B ∆u (E.1.10)

行列 A、 Bは
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A
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(ṙ
n e
) Y

r e
+

h
0

(q
n e)

2
2(

r e
+

h)
−

(q
n e)

1
2(

r e
+

h)
0

(q
n e)

3
2(

r e
+

h)
(q

n e)
0

2(
r e
+

h)
0

−
(q

n e)
0

2(
r e
+

h)
(q

n e)
3

2(
r e
+

h)
0

−
(q

n e)
1

2(
r e
+

h)
−

(q
n e)

2
2(

r e
+

h)
0

0
0

−
1

−
(q

b n)
2

2(
r e
+

h)
(q

b n)
1

2(
r e
+

h)
0

(q
b n)

3
2(

r e
+

h)
−

(q
b n)

0
2(

r e
+

h)
0

(q
b n)

0
2(

r e
+

h)
(q

b n)
3

2(
r e
+

h)
0

−
(q

b n)
1

2(
r e
+

h)
−

(q
b n)

2
2(

r e
+

h)
0

−
4Ω

e/
i(
(q

n e)
1(
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E.2 誤差観測方程式

誤差観測方程式は元のシステム方程式の状態量 xと導入した誤差 ∆xがそのまま対応するので誤差観測

方程式は容易に導かれる。すなわち式 (3.5.3)より誤差観測方程式は

z−Hx̄ =−H


∆ ˙⃗rn

e
∆q̃n

e
∆h
∆q̃b

n

+ v

=−

I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0

∆x+ v

(E.2.1)

である。
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付録 F

Allan Variance

本研究で使用する慣性センサを評価するにあたり Allan Variance [14] を用いた。本章では、Allan

Varianceについて説明する。

Allan Varianceとは、時計等の精度の指標として定められた値である。2標本分散の 1種であり、この

指標を用いることによって、どれだけ時間的に機器が安定性しているかを知ることができる。時計を例に

して言うならば、あるとき時計を見てそれから 1日が経過した後に、その同じ時計がどの程度正確に 1日

を刻んでいるかを測る指標である。

今回は慣性センサとしてMEMSジャイロ、MEMS加速度計を使用したが、これらの機器は電源を入れ

た後にゼロ点が時間的に大きく変動する性質がある。そこで今回、このゼロ点の時間的安定性をモデル化

するために、Allan Varianceを用いた。

Allan Varianceは以下の式で定義される。

AVAR(τ) =
1

2(n−1)

n

∑(
∑forward y−∑backward y

τ
)2 (F.0.1)

Allan Varianceを計算するソフト AlaVarのヘルプによれば、その算出過程は以下の C言語コードのよ

うになる。

1 double allan variance(double x[N+1], double tau 0, double tau){
2 double y[N];
3 for(unsigned k = 0; k < N){
4 y[k] = (x[k+1] − x[k]) / tau;
5 }
6 double m = tau / tau 0;
7 double Y[N−m+1];
8 for(unsigned k = 0; k < N−m+1; i++){
9 Y[k] = 0;

10 for(unsigned j = k; j < k+m; j++){
11 Y[k] += y(j);
12 }
13 Y[k] /= m;
14 }
15

16 double sum = 0;
17 double P = N / m − 1;
18 for(unsigned k = 1; k < P; k++){

http://www.alamath.com/alavar.html
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19 sum += pow((Y[1 + k ∗ m] − Y[1 + (k − 1) ∗ m]), 2);
20 }
21 return sum / 2 ∗ (P − 1);
22 }
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付録 G

プロトタイプ基板

実験で用いたプロトタイプの USBマイコン、加速度計、ジャイロ、GPSが搭載されたプリント基板は、

専用ソフト Eagleで版をおこし、格安基板製造メーカーであるブルガリアの Olimexに製造を依頼した。

本章ではその製作した基板の回路図、アートワークの資料を記載する。

G.1 USBマイコン基板

図 G.1に回路図を示す。図 G.2に基板アートワークを示す。

http://www.cadsoftusa.com/
http://www.olimex.com/pcb/index.html
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図 G.1: USBマイコン基板回路図
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図 G.2: USBマイコン基板アートワーク

G.2 加速度計基板

図 G.3に回路図を示す。図 G.4に基板アートワークを示す。

図 G.3: 加速度計基板回路図
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図 G.4: 加速度計基板アートワーク

G.3 ジャイロ基板

図 G.5に回路図を示す。図 G.6に基板アートワークを示す。

図 G.5: ジャイロ基板回路図

図 G.6: ジャイロ基板アートワーク
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G.4 GPS基板

図 G.7に回路図を示す。図 G.8に基板アートワークを示す。

図 G.7: GPS基板回路図

図 G.8: GPS基板アートワーク
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